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Аннотация. Оценка количественных характеристик лесного насаждения является ис-
ходным требованием стратегий планирования использования насаждения и лесовод-
ственных мероприятий в нем. В число таких характеристик входит структурное разно-
образие, которое может устанавливаться путем моделирования плотности вероятности 
распределения диаметров деревьев на высоте 1,3 м. Целью настоящего исследования 
стало описание структуры древостоя и подбор наиболее подходящей модели конечной 
смеси эмпирического распределения деревьев по диаметрам естественных разновоз-
растных древостоев липы мелколистной (Tilia cordata Mill.) центрально-восточной 
части Республики Башкортостан. Выполнен иерархический кластерный анализ полу-
ченных на 19 пробных площадях показателей деревьев методом Уорда и установлена 
пригодность методов 2-компонентных конечных смесей, основанных на гамма-распре-
делении, распределении Вейбулла, логнормальном и скошено-нормальном распределе-
ниях. Для подгонки моделей конечных смесей к данным о диаметре использовали ал-
горитм максимизации ожидания, реализованный в пакете ForestFit, разработанный для 
среды R. Все исследованные древостои отнесены к унимодальному типу, кривые струк-
туры распределений по диаметру характеризовались скошенной, сложной и нерегуляр-
ной формами, бимодальных распределений М-образного типа с 2 пиками и нисходящих 
обратной J-образной формы не отмечено. Обнаружено, что смесь скошено-нормальной 
модели последовательно продемонстрировала наилучшую производительность с точ-
ки зрения показателей соответствия Колмогорова–Смирнова и Андерсона–Дарлинга, 
информационных критериев Акаике и Байеса для всех пробных площадей. Оценка 
относительных рангов качества соответствия позволила ранжировать конечные смеси 
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следующим образом: Вейбулла (3,5 – наихудшее соответствие), логнормальное распре-
деление (3,2), гамма (2,9) и скошено-нормальное распределение (1,0). Таким образом, 
модель конечной смеси, основанная на скошено-нормальном распределении, может на-
дежно аппроксимировать вероятности распределения диаметров разновозрастных дре-
востоев липы мелколистной, обладает высокой гибкостью, эффективна с точки зрения 
баланса между точностью и сложностью. Модели конечной смеси одновременно по-
зволяют оценить долю и частотное распределение деревьев разных возрастов и могут 
стать ключевым инструментом для перевода данных полевых измерений в динамиче-
ские модели, прогнозирующие развитие леса.
Ключевые слова: диаметр на высоте 1,3 м, распределение по диаметру, моделирование 
диаметров, модель конечной смеси, скошено-нормальное распределение, липа мелко-
листная, Tilia cordata Mill., Республика Башкортостан
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Abstract. Identification and assessment of quantitative parameters of forest stands are initial 
requirements for planning strategies and options for forestry measures. These parameters 
include structural diversity, which can be determined by modeling the density of distribution 
probability of tree diameters at breast height of 1.3 m (dbh). The study aimed at describing 
the tree stand structure and selecting the most appropriate finite mixture model (FMM) of 
the empirical diameter distribution of natural mixed-age small-leaved linden (Tilia cordata 
Mill.) stands in the central-eastern part of the Republic of Bashkortostan. We carried out 
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a hierarchical cluster analysis using Ward’s method on tree parameters obtained from  
19 sample plots, and determined the suitability of two-component finite mixture methods 
based on the gamma distribution, Weibull distribution, log-normal distribution, and skew-
normal distribution. In order to fit the FMM to the diameter data, we used an expectation-
maximization algorithm implemented in the ForestFit package, which was developed for the R 
environment. All the stands studied were classified as unimodal; the diameter distribution 
curves were described as skewed, complex, and irregular; no bimodal distributions of 
the M-shaped type with two peaks or downward-sloping inverted J-shaped distributions were 
observed. It was found that the mixture of the skew-normal model consistently demonstrated 
the best performance in terms of the Kolmogorov–Smirnov and Anderson–Darling goodness-
of-fit statistics, as well as the Akaike and Bayes information criteria, for all sample plots. An 
assessment of the relative quality ranks of the correspondence allowed the finite mixtures to 
be ranked as follows: Weibull (3.5 – worst correspondence), log-normal distribution (3.2), 
gamma (2.9), and skew-normal distribution (1.0). Thus, an FMM based on a skew-normal 
distribution can reliably approximate the diameter distribution probabilities of small-leaved 
linden stands of mixed ages; it is highly flexible and offers an effective balance between 
accuracy and complexity. FMM allow the simultaneous estimation of the proportion and age 
distribution of trees and can serve as a key tool for converting field measurement data into 
dynamic models that predict forest development.
Keywords: diameter at a height of 1.3 m, diameter distribution, diameter modeling, finite 
mixture model, skew normal distribution, small-leaved linden, Tilia cordata Mill., Republic 
of Bashkortostan
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Linden. Lesnoy Zhurnal = Russian Forestry Journal, 2026, no. 4, pp. 20–34. (In Russ.).  
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Введение

Распределение диаметров лесного насаждения является важной харак-
теристикой, на ее основе можно оценить рост, запас насаждения, сортимент-
ную структуру и спелость, определить стратегию планирования использо-
вания насаждения, варианты лесоводственных мероприятий в нем и др. [4, 
5, 14]. Структура распределения диаметров выражается частотой диаметров 
деревьев и аппроксимирована функцией плотности вероятности (PDF) рас-
пределения. Для изучения свойств и управления насаждениями важно пра-
вильно подобрать PDF [9]. При рассмотрении разновозрастных древостоев 
здесь возникают трудности: эмпирические распределения диаметра являются 
асимметричными, многомодальными и имеют «толстый хвост», часто харак-
теризуются случайными, локальными, нерегулярными и множественными 
режимами, которые отражают пики естественного возобновления в опреде-
ленные промежутки времени и/или эпизодические выбросы роста отдельных 
деревьев, небольших групп деревьев после различного рода нарушений [13, 
16, 17, 27]. Для моделирования PDF таких древостоев были предложены мо-
дели конечных смесей (FMM) [10, 27, 28].

Моделирование конечных смесей [10–12, 23, 26, 27] – это подход, при-
меняемый для моделирования гетерогенных популяций, которые могут быть 
разделены на несколько однородных подгрупп (компонентов) [14]. Плотность 
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распределения конечной смеси K-компонент для случайной непрерывной ве-
личины x (например, диаметра дерева, высоты и т. д.) можно выразить как

( )
1

| ( | )
K

k k
k

g x f x
=

θ = ω θ∑  ,

где ( )|g x θ   –  PDF распределения смеси моделей; θ = (ω′,  θ1′,  …,  θk′)′; 

( | )kf x θ  – PDF распределения k-го отдельного компонента; ω = (ω1, …, ωk) – век-
тор параметров смешивания отдельных компонентов в распределении смеси, 
который должен удовлетворять условию 0  ≤  ωk  ≤1, их сумма равна 1  

(т. е. 
1

1
K

k
k=

ω =∑ ) [23, 27].

В качестве компонентов PDF в исследованиях моделирования конечной 
смеси диаметров деревьев применяют распределения: Вейбулла [10, 11, 16, 28, 
29]; гамма [7, 14, 16, 18]; нормальные [12, 14, 25]; логнормальные [14, 26, 27]; 
Гомперца [15], асимметрично- или скошено-нормальные [12, 21, 24], t-распре-
деления и асимметричные t-распределения Cтьюдента [12, 23, 24], экспоненци-
альные [20], гауссовые смеси [17]. 

В последние 25 лет FMM использовались для описания мультимодальной 
структуры древостоев со смешанными породами [10, 11, 28, 29], нарушенных 
насаждений [14, 15], распределений диаметров на высоте 1,3 м (dbh) разновоз-
растных насаждений [16, 18], имитационного моделирования и демонстрации 
производительности применяемого алгоритма FMM [21, 24, 27]. Исследования 
dbh-распределений разновозрастных насаждений липы редки [2, 3, 6]. 

Цель данного исследования – описать структуру древостоя и оценить 
способность аппроксимировать обобщенными моделями конечной смеси эм-
пирические распределения деревьев по диаметрам в естественных разновоз-
растных насаждениях липы мелколистной, произрастающих в центрально-вос-
точной части Республики Башкортостан.

Объекты и методы исследования

Материал получен на 19 временных пробных площадях (ПП) размером 
0,5–1,0 га, в естественных 2-возрастных насаждениях липы Архангельского 
лесничества Республики Башкортостан в 2019 и 2025 гг. ПП расположены меж-
ду 54°46937ʹ–54°62896ʹ с. ш. и 56°57858ʹ–56°89764ʹ в. д., на равнинных участ-
ках (склоны, чрезмерно сухие и влажные участки не рассматривались). Средняя 
высота исследованных территорий над уровнем моря составляет около 150 м. 
Климат резко континентальный, среднегодовая температура равняется 2–6 °C, 
годовое количество осадков – около 600 мм, из которых больше 1/2 приходится 
на вегетационный период, продолжающийся с мая по сентябрь.

Изученные древостои имеют порослевое происхождение, характеризу-
ются II и III классами бонитета, сложной, 2-возрастной структурой с минималь-
ным участием сопутствующих видов, относительная полнота – 0,4–1,0. На ПП 
для каждого элемента леса установлены при помощи мерной вилки dbh > 6,9 см 
с округлением до 1 см. Данные dbh были использованы для вычисления средне-
го квадратичного диаметра (DBH, см) и плотности (N, экз./га–1) древостоев. За-
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фиксированы высоты (h, м) учетных деревьев (случайным образом по 1–10 экз.)  
на каждую сантиметровую ступень толщины, по которым построены графики 
высот и рассчитаны средние для древостоя значения (H, м). Возраст каждого 
элемента леса древостоев (А, лет) определен путем подсчета колец на пнях сру-
бленных деревьев и образцах кернов. Из множества переменных, полученных 
по данным ПП, в этом исследовании использовали только dbh.

Разделение эмпирических распределений dbh деревьев произведе-
но с использованием иерархического кластерного анализа в программе 
Statistica. Кластеризация осуществлена методом Уорда с выбором в каче-
стве меры Евклидового расстояния. Признаками кластеризации ПП были 
приняты частоты dbh-распределений по 4-сантиметровым ступеням тол-
щины [1, 8].

Несгруппированные данные dbh проанализированы с использованием па-
кета ForestFit, разработанного для R [22]. Подгонка соответствия теоретиче-
ским моделям эмпирических распределений dbh деревьев осуществлялась 
с помощью FMM, использующих следующие распределения: 2-параметриче-
ские гамма, логнормальное, Вейбулла и 3-параметрическое скошено-нор-
мальное – число k-компонентов при этом принято 2. Для подгонки FMM 
к данным 19 ПП применяли метод максимального правдоподобия с алгоритмом 
максимизации ожидания. 

Функции плотности вероятности определяются следующим образом  
[22, 23]:
Вейбулла 

( ) ( ) ( )1

, exp
x x

f x

α− α  − µ  α − µ θ = −    β β β       
;

гамма

( )
( )
1

, exp
Ã

x x
f x

α−

α

 
θ =  

ββ α  
 ;

логнормальное

( )
2

1 1
22

ln
, exp

x
f x

x

  − µ θ = −  βπβ    
;

скошено-нормальное 

( ) 2, Ô
x x

f x
   − µ − µ

θ = φ α   β β   
,

где θ – вектор параметров семейства; α, β и µ – параметры формы, масштаба 
и местоположения; Г(⋅)  –  обычная гамма-функция, определяемая как 
( ) 1

0
Ã x yx y e dy

∞ − −= ∫  при x > 0; ϕ(⋅) и Φ(⋅) – функции плотности и распределения 
стандартного нормального распределения соответственно. Трехпараметриче-
ское распределение Вейбулла при µ  =  0 упрощается до 2-параметрического 
[21–23].

Для сравнения и оценки моделей dbh-распределений использовались 
показатели соответствия: Колмогорова–Смирнова (КS) и Андерсона–Дарлин-
га (АD), информационные критерии Акаике (AIC) и Байеса (BIC). Меньшие 
значения этих показателей свидетельствуют о лучшем соответствии модели 
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[21–23]. Применение разных показателей обусловлено тем, что критерий AD 
более чувствителен к хвостам распределения, чем KS, а BIC по сравнению 
с AIC отдает предпочтение моделям проще, особенно при значительном объ-
еме данных.

Ранжирование моделей конечных смесей выполнено с использованием 
относительного ранга [19]:

( ) ( )
( )

1
1 min

max min

i
i

m S S
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S S

− −
= +

−
 ,

где i = 1, 2, …, n; m – количество оцененных моделей (4); Si – статистический 
показатель соответствия модели i; Smax и Smin – максимальное и минимальное 
значения Si соответственно. 

Относительный ранг – это действительное число от 1 (наилучшее) до n 
(наихудшее). Для каждой FMM относительные ранги суммировались для 4 по-
казателей соответствия.

Результаты исследования и их обсуждение

В исследованных насаждениях количество деревьев липы варьирует от 
352 до 668 экз.·га–1. В составе также присутствуют дуб черешчатый (Quercus 
robur L.), клен остролистный (Acer platanoides L.), вяз (Ulmus glabra Huds.), 
береза повислая (Betula pendula L.) и осина (Populus tremula L.). Доля сопут-
ствующих видов в насаждениях изменяется от 4,5 до 13,5 %. Описательная 
статистика для ПП представлена в табл. 1. Исследованные древостои ПП ха-
рактеризуются деревьями разного возраста, высоты и диаметра, образующими 
сложную структуру без четкого деления на ярусы. Возраст старшего элемента 
леса липы варьирует от 70 до 100 лет, младшего – от 50 до 85 лет, при этом 
разница в возрасте в пределах ПП составляет от 15 до 25 лет. DBH липы варьи-
руют от 27 до 41 см – для старшего поколения и от 18 до 27 см – для младшего. 
Разница в Н между поколениями липы не превышает в среднем 3,9 м (17 %). 
В общей сложности для всех видов средняя площадь поперечного сечения со-
ставила 34,03 м2·га–1.

Таблица 1

Сводная статистика для таксационных показателей древостоев 19 ПП
Summary statistics for the stands’ inventory parameters of 19 sample plots

Показатель
A, лет H, м DBH, см

N, экз.·га–1 G, м2·га–1 М, м3·га–1

всего
в т. ч.

всего
в т. ч.

всего
в т. ч.

ЛП1 ЛП2 ЛП1 ЛП2 ЛП1 ЛП2 ЛП1 ЛП2 ЛП1 ЛП2 ЛП1 ЛП2
Минимум 70 50 21,9 17,7 27,1 17,6 352 156 160 18,45 11,80 5,33 187 122 52
Максимум 100 85 23,9 20,9 40,9 27,1 668 306 366 52,09 30,26 17,09 528 320 156
Среднее 88 70 22,7 18,8 34,0 22,3 527 224 277 34,03 20,23 10,90 342 212 99
S 9 10 0,6 1,0 3,9 2,6 88 39 55 7,61 4,45 3,12 78 48 30
Примечание: S – стандартное отклонение; G – сумма площадей сечений; M – запас; ЛП1 и ЛП2 – 
липа старшего и младшего возрастов соответственно.

Основные статистики обобщенных (по всем древесным породам) рядов 
dbh-распределений ПП представлены в табл. 2. Средние арифметические зна-
чения dbh и S варьируют от 22,2 до 32,4 и от 6,8 до 10,4 см соответственно. 
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Диаметр самых толстых деревьев достигает 66 см. Для всех исследованных 
участков dbh-распределения имеют положительную асимметрию и разную 
степень эксцесса. Для 7 ПП эксцесс отрицательный, что наравне с большими 
стандартными отклонениями указывает на усложнение возрастной структуры 
древостоев. Стандартизированные тесты на асимметрию и эксцесс, критерии 
хи-квадрат и Шапиро–Уилка с 95%-й вероятностью отклонили предположение 
о принадлежности ПП к нормальному dbh-распределению.

Таблица 2

Сводные статистические данные для диаметра на высоте 1,3 м древостоев 19 ПП
Summary statistics for the stands’ dbh (cm) for 19 sample plots

Показатель n D Dmin Dmax Me FMo Qlow Qup S As Ex

Минимум 352 22,2 8 49 22 26 17 26 6,8 0,221 -0,631
Максимум 668 32,4 15 66 31 68 25 39 10,4 1,139 2,668
Среднее 527 27,4 11 58 26 43 21 33 8,5 0,653 0,552
S 88 2,9 2 5 3 12 2 4 1,0 0,262 0,968

Примечание: n – размер выборки, экз.·га–1; D – среднее арифметическое значение; Dmin, Dmax – 
минимальное и максимальное значения соответственно; Me – медиана; FMo – частота по моде; 
Qlow и Qup – нижний и верхний квартили соответственно; As – коэффициент асимметрии; Ex – 
коэффициент эксцесса.

В исследуемых насаждениях dbh-распределения характеризовались силь-
но скошенной и нерегулярно убывающей формой. Дендрорамма, полученная 
по результатам иерархического кластерного анализа, четко показывает слия-
ние 10 мелких кластеров в 4 крупных (рис. 1).

Рис. 1. Дендрограмма кластерного анализа dbh-распределений  
разновозрастных липняков 

Fig. 1. Dendrogram of the cluster analysis of dbh distribution  
for mixed-age linden forests

Каждый кластер визуализирован отдельно (здесь приведены только 
наиболее характерные), что позволило все исследованные древостои отнести 
к унимодальному типу, кривые структуры dbh-распределений которых (рис. 2, 
3) характеризуются следующим образом: 1) для ПП 1 и 7 с выраженной пра-
восторонней асимметрией, 2 и 4  – неправильной формы; 2)  для ПП  5, 8, 13 
и 17 – неправильной формы, растянутые и правосторонне асимметричные, 3 
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и 9 – растянутые и плосковершинные с отрицательными Ex; 3) для ПП 6, 11, 12, 
15 и 19 – нерегулярные, растянутые, неправильной формы; 4) для ПП 10, 14, 16 
и 18 – правосторонне-асимметричные распределения с As близким к 1,0. На 9 
ПП dbh-распределения были прерывистыми. Среди исследованных древостоев 
бимодальных (М-образного типа с 2 пиками) и нисходящих (обратной J-образ-
ной формы) dbh-распределений не наблюдалось.

Анализ FMM и оценка их параметров проводятся при допущении опре-
деленного числа компонентов. Применение 2-компонентных FMM объясняет-
ся наличием деревьев 2 возрастов на исследованных ПП. Для нерегулярных 
эмпирических dbh-распределений и 2-возрастных древостоев использование 
2-компонентных FMM является целесообразным [7, 15]. Однако если нет био-
логических или теоретических доказательств принадлежности популяции 
к смеси, то хорошее соответствие смеси 2 распределений не доказывает на-
личие 2 компонентов в распределении [26].

PD
F

dbh, см
а б

Рис. 2. Гистограммы данных dbh и PDF смеси скошено-нормальной (skew-normal, 
красная линия), гамма (gamma, синяя), логнормальной (log-normal, зеленая)  

и Вейбулла (Weibull, желтая) моделей для ПП: а – 6; б – 10
Fig. 2. Histograms of dbh data and probability density functions (PDF) for mixture  
of skew-normal (red line), gamma (blue line), log-normal (green line), and Weibull  

(yellow line) models for sample plots: а – 6; б – 10

Оценочные параметры рассматриваемых моделей смесей представле-
ны в табл. 3. Различные значения параметров FMM ПП указывают на разницу 
в структуре лесных насаждений и могут зависеть от многих факторов, таких 
как возраст, густота, тип леса, рубки ухода и др. В качестве примера на рис. 2 
показаны относительная частота деревьев по ступеням толщины и принятые 
4 FMM 2 ПП. Обе выборки данных демонстрируют скошенное распределе-
ние. Наиболее подходящими для описания распределения диаметров деревьев 
в данных выборках выступают FMM, использующие скошено-нормальное рас-
пределение и распределение Вейбулла, визуально лучше аппроксимируя форму 
гистограмм, а также наиболее точно повторяя пики и хвосты распределений. 
Большие различия между соседними классами dbh по N часто делают сложной 
аппроксимацию эмпирических распределений теоретическими (рис. 2, ПП 6). 
Для разновозрастных насаждений, характеризующихся близкими к унимодаль-
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ным распределениям, трудность установления сходимости оценки FMM отме-
чают и другие исследователи [7, 10, 26].

PD
F

а б

в г

д е
dbh, см

Рис. 3. Гистограммы данных dbh и PDF смеси скошено-нормальной модели для ПП:  
а –1; б – 4; в – 8; г – 9; д – 10; е – 12

Fig. 3. Histograms of dbh data and PDF for the skew-normal mixture model for sample 
plots: а –1; б – 4; в – 8; г – 9; д – 10; е – 12
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Таблица 3

Параметры подгонки моделей конечной смеси к данным dbh для ПП 
Fitting parameters for FMM to dbh data for sample plots

ПП Распределе-
ние ω1 ω2 α1 α2 β1 β2 µ1 µ2

1

Вейбулла 0,52368 0,47632 4,61707 6,60050 30,17809 18,71384 – –
Гамма 0,62744 0,37256 25,14287 35,66596 0,72121 0,81287 – –
Логнор-
мальное 0,54153 0,45847 – – 0,19182 0,16861 2,83970 3,31405

Скошено- 
нормаль-
ное

0,62288 0,37712 11,13097 –0,07074 12,97701 4,18708 11,62862 22,79190

4

Вейбулла 0,45832 0,54168 6,23047 5,04576 34,67981 19,77159 – –
Гамма 0,43386 0,56614 41,39598 15,63631 0,77233 1,13372 – –
Логнор-
мальное 0,42290 0,57710 – – 0,15389 0,26752 3,45272 2,84279

Скошено- 
нормаль-
ное

0,16590 0,83410 –343,54137 2,87867 7,88423 12,10761 39,06376 13,35997

6

Вейбулла 0,40876 0,59124 5,07510 5,50088 34,90982 22,29857 – –
Гамма 0,38872 0,61128 44,19171 20,04844 0,72613 1,00540 – –
Логнор-
мальное 0,51905 0,48095 – – 0,15670 0,20924 3,40428 2,91133

Скошено- 
нормаль-
ное

0,40288 0,59712 –0,03484 928,26378 4,40359 14,30649 26,88800 11,95603

8

Вейбулла 0,42267 0,57733 6,68892 6,98308 39,69929 25,53128 – –
Гамма 0,33485 0,66515 59,06953 29,20456 0,64396 0,83108 – –
Логнор-
мальное 0,37151 0,62849 – – 0,13546 0,18328 3,60982 3,15505

Скошено- 
нормаль-
ное

0,19934 0,80066 –0,06300 3,31338 7,31553 11,15113 36,42580 18,75170

9

Вейбулла 0,41086 0,58914 6,19211 5,08511 44,55108 26,63560 – –
Гамма 0,42994 0,57006 37,59165 14,48649 1,07245 1,62240 – –
Логнор-
мальное 0,41810 0,58190 – – 0,16068 0,28535 3,68337 3,12221

Скошено- 
нормаль-
ное

0,91210 0,08790 1,14328 –9,63098 11,44097 16,02564 22,65759 59,04539

10

Вейбулла 0,27214 0,72786 6,57506 7,21354 38,61938 24,57506 – –
Гамма 0,34725 0,65275 39,36072 46,05380 0,86018 0,47932 – –
Логнор-
мальное 0,16347 0,83653 – – 0,11530 0,18131 3,63858 3,14694

Скошено- 
нормаль-
ное

0,65891 0,34109 2,66795 –0,03787 6,35733 8,22149 18,74834 31,86281

12

Вейбулла 0,47713 0,52287 5,84991 5,15330 23,75449 40,61829 – –
Гамма 0,44777 0,55223 40,81086 19,84911 0,92640 1,10498 – –
Логнор-
мальное 0,56398 0,43602 – – 0,23378 0,15163 3,06258 3,62020

Скошено- 
нормаль-
ное

0,10284 0,89716 –0,04239 3,82044 1,08471 15,74404 34,13024 16,30076
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ПП Распределе-
ние ω1 ω2 α1 α2 β1 β2 µ1 µ2

14

Вейбулла 0,66818 0,33182 6,04786 5,80900 23,36409 40,70642 – –
Гамма 0,72682 0,27318 23,26183 41,09617 0,93830 0,93359 – –
Логнор-
мальное 0,26537 0,73463 – – 0,15424 0,21369 3,63498 3,06148

Скошено- 
нормаль-
ное

0,31431 0,68569 –0,02850 1,13097 8,04338 6,05387 36,55395 18,47049

Гистограммы рис. 3 также демонстрируют левостороннюю асимметрию, 
что указывает на преобладание деревьев меньших dbh. Такое распределение ха-
рактерно для 2-возрастных древостоев, где большая часть деревьев относится 
к молодому поколению, которое еще не достигло максимального роста стар-
шего элемента леса. Все 6 сценариев PDF показывают на унимодальные рас-
пределения, в т. ч. ПП 12, где наблюдается 2-вершинность деревьев, и которую 
следует отнести к неравномерному, нарушенному типу.

Значения параметров смешивания компонентов (ωi) показывают вклад 
отдельного компонента в общее dbh-распределение насаждений [14]. Для рас-
сматриваемых в исследовании FMM выявлены как близкие значения для неко-
торых ПП (4, 15, 19), так и ощутимые различия (ПП 5, 8, 10). При сравнении 
соотношений ωi с данными натурных перечетов компонентов (элементов леса 
липы) различия оказались существенными, что свидетельствует о невысокой 
точности деления возрастных групп элементов леса при натурной таксации. 
Повышение точности интерпретации возрастной структуры требует извлече-
ния большего количества кернов из деревьев на ПП, но эта процедура трудо-
емка и нецелесообразна, когда необходимо провести инвентаризацию обшир-
ных территорий. Кроме того, точность определения возраста деревьев липы 
ограничена частым возникновением сердцевиной гнили. Поэтому возможность 
косвенной оценки возрастной структуры путем интерпретации распределения 
частоты диаметров является перспективным методом.

Оценка качества соответствия FMM представлена в табл. 4. Обнаруже-
но, что смесь скошено-нормальной модели последовательно продемонстриро-
вала наилучшую производительность с точки зрения мер KS и AD, AIC и BIC 
для всех рассматриваемых ПП. Оценка относительных рангов качества соот-
ветствия FMM позволила ранжировать FMM следующим образом: Вейбулла 
(3,5  – наихудшее соответствие), логнормальное распределение (3,2), гамма 
(2,9) и скошено-нормальное распределение (1,0). Это согласуется с данными 
M.  Zasada и C.  Cieszewski [26], которые отмечают, что гамма FMM пре-
восходит нормальное и логнормальное распределения для характеристики 
dbh-распределения по социальным классам деревьев сосны обыкновен-
ной; F. Ogana [15], показавшего превосходство гамма FMM над Вейбулла; 
E.  Zenner и M.  Teimouri [27], продемонстрироввших лучшую сходимость 
логарифмически нормального и гамма распределений, чем у распределения 
Вейбулла. По сравнению с традиционными моделями FMM аппроксимируют 
сложные и смешанные насаждения регулярной и нерегулярной структуры с вы-
сокой точностью, соответствуют dbh-распределениям вокруг наибольших ло-
кальных максимумов [18, 26, 29].

Окончание табл. 3
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Таким образом, скошено-нормальная FMM может надежно аппроксими-
ровать PDF диаметров разновозрастных древостоев липы мелколистной и стать 
ключевым инструментом для перевода данных полевых измерений в динамиче-
ские модели, прогнозирующие развитие леса.

Таблица 4

Показатели соответствия для применения моделей конечной смеси для ПП
Compliance parameters for the application of FMM for sample plots

ПП Показатель
Распределение

Вейбулла гамма логнормальное скошено-
нормальное

1

KS 0,111 0,076 0,078 0,042
AD 8,864 4,757 4,740 0,902
AIC 4509,412 4433,810 4425,402 4355,660
BIC 4531,933 4456,331 4447,923 4378,190

4

KS 0,078 0,105 0,120 0,059
AD 3,138 3,847 5,093 1,098
AIC 3858,516 3857,571 3872,067 3813,722
BIC 3879,992 3879,047 3893,543 3835,199

6

KS 0,093 0,086 0,091 0,046
AD 4,754 3,627 3,031 0,736
AIC 2465,235 2434,328 2417,706 2361,350
BIC 2484,553 2453,646 2437,024 2380,668

8

KS 0,076 0,076 0,084 0,042
AD 2,589 2,055 2,393 0,458
AIC 3173,575 3153,083 3157,731 3130,518
BIC 3194,132 3173,640 3178,288 3151,075

9

KS 0,081 0,075 0,093 0,042
AD 3,916 5,044 6,787 0,920
AIC 4689,929 4706,404 4733,698 4628,150
BIC 4712,062 4728,536 4755,831 4650,283

10

KS 0,086 0,086 0,078 0,053
AD 3,875 3,356 2,898 1,407
AIC 4425,982 4419,576 4394,769 4376,450
BIC 4448,504 4442,097 4417,290 4398,971

12

KS 0,113 0,089 0,100 0,053
AD 6,908 4,081 4,426 1,346
AIC 3624,924 3591,890 3592,037 3532,113
BIC 3645,855 3612,821 3612,968 3553,044

14

KS 0,071 0,102 0,115 0,077
AD 2,460 3,154 4,296 1,415
AIC 3898,285 3883,967 3892,434 3867,974
BIC 3919,834 3905,516 3913,983 3889,523

Заключение

Представленный в работе метод позволяет анализировать структу-
ру древостоев, основываясь исключительно на измерениях диаметра. В ис-
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следованных естественных разновозрастных насаждениях липы мелколистной 
эмпирические распределения по диаметру характеризуются нерегулярными, 
сложными и скошенными формами унимодального типа. Данные распределения 
наилучшим образом аппроксимируются моделями конечных смесей, которые 
одновременно позволяют оценить долю и частотное распределение 2-возраст-
ных компонентов. Среди рассмотренных в работе 4 моделей конечных смесей 
использующая скошено-нормальное распределение установлена как наилучшая 
для моделирования распределений по диаметру на исследованных пробных пло-
щадях. Она продемонстрировала эффективность с точки зрения баланса между 
точностью и сложностью. Моделирование конечных смесей представляет собой 
полезный инструмент для характеристики разнообразия структуры древостоев, 
прогнозирования динамики леса и планирования лесохозяйственных мероприя-
тий. Направлением дальнейшего развития апробированного в настоящей работе 
подхода к исследованию разновозрастных древостоев липы мелколистной может 
стать установление взаимосвязи между параметрами древостоев и моделей ко-
нечных смесей для различных стадий развития насаждений.
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