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МЕТОДИКА РАСЧЕТА ЗААНКЕРЕННЫХ ПОДПОРНЫХ С T F H O K 
В СЛОИСТОМ ГРУНТЕ 

Представлено аналитическое решение задачи об изгибе подпорнои uuihii и >- ли­
стом упругом основании. Предложена схема алгоритма процедуры по-л^довл-лъ-
вых приближений для численного определения перемещений и усилий. 

Гибкие (тонкие) подпорные стенки (больверки) широко применяют в 
качестве несущих конструкций гидротехнических сооружений лесных пор­
тов и береговых лесных складов, возводимых на мягких грунтах. 

При расчете на прочность гибких заанкеренных подпорных стенок в 
настоящее время чаще всего используются графоаналитические методы 
[1,2], не поддающиеся автоматизации.-
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В работе предлагаются аналитическое решение и схема алгоритма 
процедуры последовательных приближений для определения взаимосвязан­
ных величин усилий в анкере и прогибов балки на неоднородном упругом 
основании, служащей расчетной схемой больверка, которые могут быть ис­
пользованы для автоматизированных расчетов гибких заанкеренных шпун­
товых стенок в слоистом основании. 

1. Типичная расчетная схема представлена на рисунке. 

Анкер, препятствуя перемещению точки ж балки, вызывает ее.про­
дольный изгиб при z > za. Усилие Ra в' анкере зависит от перемещения 

• ., * . 1 --- " ------ • -.• /• 
v(za) cosaa в точке 'ж и жесткости тяги EiAJl&, где Ел, Аа, / а - модуль 
упругости, площадь поперечного сечения и длина анкерной тяги. 

Действие Ra вызывает появление «скачков» продольной AN и попе­
речной AQ сил, а также изгибающего момента AM в сечении z = z a балки: ' 

AN= ft, sinoca; AQ = Ra cosOaj AM- eRa sinaa. (1) 



«Скачок» продольной силы AJV вызывает при z > z a дополнительный 
изгибающий момент 

MN(Z) - Ra sina a (v(z) - v(za)). (2) 
Далее будем полагать, что = R^d. 
Давление ак грунта и воды в к-м слое без учета упругого отпора: 

ок=ал

к-сп

к =Р^-Р^+^(УМ~У1К)^+(ПЧ-У1Щ^-^), (3) 
1=1 

где верхние индексы «л» и «п» означают, что соответствую11щй параметр 
относится к области слева и справа от оси OZ; 

Хк, Хк - коэффициенты бокового давления грунта. В случае отсутствия 

грунта слева или справа от оси балки = А,£ = 0; для воды = 

Упругий отпор грунта от

к полагаем пропорциональным прогибу 
балки с коэффициентом постели к, численно равным давлению грунта: 
к = с*, но с размерностью [к] = сила/длина3: 

ar

k = -Kv(z) = -okv(z)/Lk, (4) 

где Ьк - предельное упругое смещение оси сваи в рассматриваемом слое 
грунта. 

Дифференциальное уравнение изогнутой оси балки на разных 
участках имеет вид: 

при к = 0 v I V + тц v n = р\ + S t ( ? - « * . , ) ; (5) 

п р и к * 0 vlw + 4kv11 + [pk + 8k(z-ak_l)]v = 0, (6) 

где 

Л* = оСг i?a sin(aa)<5?/£7; |Ь\ = а 
i=i 

dIEI; 

(7) 
h= a5(yn

kXl~yn

kVk)d/EI; 

а = I EI; [ a ] = i _ 1 ; z = ocz; a = aa. 

Краевые условия для балки при 1=0 и 1= Н - аН: 

v(0) = v0; v ^ ^ a ' G o ; vn(0) = а2Мо/ЕГ, v i n(0) = c^Q/EI; (8) 

v(H) = vH; v\H) = a1QH; v\H) = a2MH/EI; vl\H) = a'QH/EI. (9) 

Черточки над безразмерными переменными в дальнейшем опускаем. 
Условия сопряжения параметров v, 9, Ми Q на границах участков: 

v i + 1 = vt; 0* + 1 = 9ь 'Мк+1 = Мк + АМк; Qk+i = Qk + AQk, (10) 



где Д Мк, AQk - «скачки» изгибающего момента и поперечной силы на гра­
нице между к-м и (к + 1)-м участками. 

Условия сопряжения (10) при z = а* выражаются через перемещения: 

vk+, = vk; v ' + 1 = v i ; v ^ i = v£ + агЬШЫ\ v£ , = v[" + a^QJEI. (11) 

Поставленная задача свелась к дифференциальным уравнениям (5), 
(6) с разрывными коэффициентами, граничными условиями (8), (9) и усло­
виями сопряжения (11) в точках разрыва решения. 

2. Решение задачи на к-м участке ищем в виде отрезка ряда Тейлора. 
Используем условия сопряжения (11):на границе между к-м и (к - 1)-м 
участками в виде: 

v*(a*-i) = *o; v\{ak.\) = b\, v" (a t_,) = b2; v^1 (дг*_,) = b3, 
гдеЪь'Ьи b2, Ьз - параметры, известные из решения задачи. 

Для искомой функции v{z) имеем (нижние пределы к и к - 1 
опускаем): 
v(z) = bo + bx(z-a) + b2(z-af/2\ + 6 3(z-a) 3/3! + vw(a)(z-a)A/41 + ... + 

+ v"(a)(z-a)"M +... (12) 

Коэффициенты v l v(a), v v(o), v"(a) выражаются через bi, 
i= 0 ,1 ,2 ,3 : 

v » r *o * г Л , +b2 V„_ 2 + b3 Vn, 3 , (13) 

где VnJ зависят только от В, 5, п (л = 0, 1, 2 , . . . , N; i = 0, 1, 2, 3,): 
П. о= Г; То, , = 0; Fb,2 = 0; Fo, з=0; 
х̂, о=0; F i . i=l ; К,,2 = 0; РЛ, 3=0; 

^2 ,о=0; •"•К2.', = 0; F 2 > 2 = 1 ; F 2 , 3 = 0; 
^з,о=0; K 3 . i = 0; F 3 , 2 = 0; ^ 3 = 1; 
K 4 , o = - B ; K 4 . , = 0; К 4 , 2 = - л ; *4,з = 0; 

,̂o = - 5 ; K5., = -p; F 5 , 2 = 0 ; F 5 , 3 =-r,; 
,̂o=Pn; P«.i = -25; F 6 , 2 = T I 2 - P ; i=0; (14) 

F7,o=5ri; • F7> , = Вл; K 7 > 2 =-35; F 7 3 = r i 2 -p; 
*e. о = -Р(г] 2 - В); F 8 , , = 25л; ^ 2 = - л(л2 - 2P); F 8 , 3 = - 48; 
П. о = -5 ( л 2 -66) ; V9, x = - P(r,2-P); V9. 2 = 85Л V 9 , 3 = - л У - 2 В ) ; 
Vw, о = РЛ3 - 2Р2Л + 652; V10, i = 25(4Р - л2); F,o, 2 = Л4 - 3 Рл2 + Р2; 
К,о,3=105л; 

V20,o = - р Л 8 + 7р 2 л 6 - 665 2 л 5 -15р 3 л 4 + 12205 2рл 3 + Ю р У -
- 13405 2 р 2 л+Ю565 4 -р 5 ; 

F20.1 = 25л 7 785рл 5 + 805рл 4 + 2 4 0 5 р У - 14805 3 л 2 - 1405р3л + 
+ 18005р3; 

^20,2 - - Л 9 + 8Рл 7 -21р 2 л 5 + Н 8 0 5 2 л 4 + 20р 3 л 3 - 23 8 0 5 2 р л 2 - 5 р 4 л + 
+48052Р2; 

V20, з = - 705л 6 + 3005Рл 4 - 3005р 2 л 2 + 284053л + 40бр 3 . 



После подстановки (13) в (12) для отрезка ряда из (N + 1)-го членов 
искомой функции v(z) уравнения (6) и ее производных получаем: 

v(z) = Ь>Фр + Ь,Ф<0) + Ь2Ф™ + ЪгФТ \ 

v\z) = bo Ф,(1) •+ bi Ф? + Ъ2 + h ; (15) 

v n(z) = h Ф\2) + Ъх Ф<2 > + Ъг Ф12) + Ъг Ф?; 

vm(z) = b0 <P,W + bi Ф « + Ъг Ф 3

( 3 ) + h Ф?, 

ф(0) = 

к ' 

ф(0) = ф ( 0 ) ; = У ^ з ( г " й Г : 

фО) = 
"° (и-1)! ' к с - » ) ' ' 

ф(» = 

к' ' 
фО) « 

= 
N 

Vv z~a • ф(2) = y F

 г ~ а • = 
& ° ( » - 2 ) ! ' 

ф(2) = 
4 f "•' ( л - 2 ) ! ' 
я=2 v ' 

> = 
к ' ( - 2 ) ! ' 

ф(2) = 

# „ ч л - 2 

Ф, ( 3 ) = y ^ o ( Z - a r 3 ' фО) = 
й <«- 3 > ! 

ф(3> = 

k " ' 2 ' 
ф(3) = 

к ПЪ ( - 3 ) ! 

(16) 

Решение уравнения (6) построено. Оно совпадает с решением, при­
веденным в [3], если при определении коэффициентов УПш, по формулам (14) 
принять г] = 0, т. е. анкер отсутствует. 

Решение уравнения (5) при л* * 0 имеет вид 

v(z) = b0Ф,(0) + biЩй) + Ь2Щ0) + Ь3Ф<0) + [ P ( z - a ) 2 + i 5 (z-а ) 3 ] /2л; 

vI(z) = feo^1

<1)+fti*ll)+b2*3(1)+^*41) +Щг-а)+ i 5(z-o) 2]/T|; (17) 

vV) = *o^, ( 2 ) + 6 i ^ 2 ) + , 6 2 * f ) + ^ 4 2 ) + [p + 5 ( z -a ) ] / r i ; 

v m (z) = b0 Щ3) + bx Ф<3) + Ъг Ф™ + Ьъ Ф<3) + 67ть 

где Ф, ( 0 ) , Ф2

й\ ... , Ф 4

3 ) - функции от z, определяемые по формулам (14), 

(16) при р = 0,5 = 0. 



Решение уравнения (5) при г\к = 0 также представлено в форме (17): 

v(z) = boЩ0) + Ь1Ф?) + ЬгФ3

(0) + Ь'Д0)+ р f c ^ l + 5 ; 
4! 5! 

чЗ /_ _ч4 

3! 4! (18) 

2! 3! 

где функции Ф, ( 0 ) (z), Ф^ 0 ) ( z ) , . . . , Ф | 3 ) (z) определены формулами 

| ( 0 ) = 1 ; | ( 0 ) = г _ а . | ( 0 ) e ( z _ e ) 2 / 2 } | < ° > = ( 2 - _ a ) V 3 ! ; 

<£<°(z) = rf' Ij^Afe' , / = 1,2, 3; Jfc = 1, 2, 3,4. 
(19) 

Построенные решения (15), (17), (18) представляем в матричной 
форме. С этой целью обозначаем: 

v , ( z ) = ^ ) v i , v » , v ' » ] r ; 

OA 
a2EI ' а 3 £ / 

(20) 

(21) 

Ф**(г)> еслик^О; 

еслик = 0 ,л*0 ; (22) 

Ф # (г), если к = 0, г, * 0 (г = 0, 1, 2, 3; п = 1, 2, 3); 

4x4 

(23) 

V , = [*ь *ь Ьъ hi = ^ ,v{ ,v» ,v'» ; (24) 

A - i = № - « ) 2 + | б ( г - а ) 3 ) / 2 л , (P (z - a )+ i-6(z - а) 2)/ч, 

(P + 5 ( z - f l ) ) / n , 5 / ^ ] ; (25) 



(z-f l ) 5 , n ( z - a ) 4

 g ( z - f l ) 4 ,a(z-af b(z-af i0(z-a) 
4! 

,5 
4! 2! 

21 
+P(z-a) 

(26) 

где верхний индекс «т» означает транспортирование, нижний индекс «к» 
указывает на принадлежность к-му участку интегрирования. 

В принятых обозначениях решение задачи имеет вид 

vk(z)= Щг)[ Ьк.х + Av t_i(a*-i) 1 + , (27) 

где v (z ) - вектор-функция, определяемая по формуле 
0, если к Ф 0; 

vfc ( z ) = • fk00> е с л и к = 0, Ti # 0; (28) 
gA.(z), если к: = 0, г| = 0. 

Таким образом, если известны vA._,, A vA_, при z = ак.\ в начале £-го 
участка, то решение на этол* участке получается по формулам (27), (28). 

3. Примем, что имеется к, участков интегрирования уравнений (5), 
( 6 ) ( & = 1 , 2 , к , ) и п р и з - 0 известны М0, g 0>anpH z = Я - M H , Q H . 

Допустим вначале, что анкеры отсутствуют. Тогда решение строит­
ся следующим образом. Поскольку i?a = 0, то АМ= 0, AQ = 0, A v = 0. Реше­
ние задачи (27) на к-м участке принимает вид 

= к ) ( г ) | к , _ 1 + v,(z), (29) 

где 
~ , ч [0, если к Ф 0; 
v*(z) = -L 

[^ (z ) , если к = 0. (30) 

Используя условия сопряжения (10) и решение (29), получаем: 
v,(0, . . . , v 0 , 0О); v2(a2,... , v 0 , 9 0 ) ; . . . ; vk(ak,... , v 0 , 6 0 ) ; v k t (Я, . . . ,v 0 ,G 0 ) 

В силу краевых условий (8), (9) имеем 

vkt ( Я , . . . , v 0, 9 0) = v„; (Я , . . . , v 0, G0) = 9„ / a; 

v£ (Я, . . . ,v 0 , Q0) = MH/(a2EI); ( Я , v 0 , 9 0) = Q„l(a2EI). 

Из системы линейных уравнений (32) можно определить vo, Go: 
v 0 = v 0 (Mo, Q0, M„, QH . . . ) ; 6 0

! = G0 (M 0 , Q0, M„, Q„ . . . ) , (33) 

а из уравнений (45) - vH, QH- В отсутствие анкеров задача решена. 
Пусть в точке za - ак-\ к балке присоединен анкер. Возьмем какое-

либо малое число 5 и построим процедуру последовательных приближений. 

(31) 

(32) 



3.1. Полагаем Л<°> =0; тогда, согласно (1), (7) Д М [ 0 ) = 0, Д(?[ 0 ) = 0, 

щ = 0; определяем по (14), (16) Ф££) при л = 0; пользуясь решениями (18), 
(19) и условиями сопряжения (11), последовательно находим у\(0, v 0, 0О); 

v 2 ( д 2 , v 0, 8 0),..., v f c( ак, v 0, 9 0), строим систему алгебраических уравнений и 

определяем значения начальных параметров v^\Q^\v^ . 

3.2. Зная начальные параметры v^.G^.-vj^ .G^ и применяя 
решения (18), (19), находим прогиб v(za) балки в точке присоединения анке­
ра; вычисляем , АМ(

к

х), AQk

]), ц[^; по формулам (14), (16) находим 

< ) ( г ) п р и л = л1!}-
3.3. На_/-м «шаге» приближения положимi^ ; > = д £ ; Ч ) и по выраже­

ниям (29)-(33) найдем параметры v ^ . G ^ . v ^ . G ^ ; присоединив к ним 
известные из краевых условий (8), (9) значения М 0 , Qo, Мн, Qh, построим 
векторы начальных параметров , : 

ЦП
 = kJ)>Q<bJ) '<*<мо l(a2EI),Q0 l(a?EI)] I (34) 

(35) 

3.4. Зная b0

u>, по выражениям (29), (30) находим перемещение 
v w (ak _]) точки г = ak _ ь в которой к балке присоединен анкер; вычисляем 

ДА#, Д^Я и строим вектор Д v^} (a*-i). 

3.5. При известном Ау]Д(ак^) с помощью выражений (22)-(28) 

определяем параметры у ^ + 1 ^ 6 ( / + | \ у ^ + 1 \ 0 я

+ 1 ) т а к , как это описано в п. 3.1 для 

случая Ra = 0; по аналогии с (34), (35) строим векторы bQ

u+l), ьУ+1). 
3.6. Использовав формулы (22)-{28), найдем перемещение v& + 1 )(a*_i) 

в точке 2 = ак _j и усилие в анкере /г а- / + 1 ) на (/ +1)-м «шаге» приближения; 

сравним между собой v 0 ^ , ) и v0+1\ak^), RiJ} и ^ + | ) , * 0

( Л и Е0

и+п, Ь(

н

л и 

6 я

; + 1 ) по какой-либо норме и потребуем, чтобы 

„О) (%ч) (Л А Р 

v° ' + 1 ) (^ - , ) | W (y+i) 
= 4 ± 6 , 

где вертикальными черточками обозначена норма величины. 
Если последнее условие выполнено, то процедуру последовательных 

приближений можно закончить; если не выполнено, то перейти к п. 3.3. 
Сходимость описанной процедуры последовательных приближений 

обеспечена, если балка и анкер деформируются в пределах упругости. В 



случае появления «пластических» шарниров в анкере или балке необходимо 
увеличивать в расчетах размеры поперечных сечений последних. 

Таким образом, в нашей работе, по-видимому, впервые представлено 
приближенное аналитическое решение задачи об изгибе заанкеренной гиб­
кой подпорной стенки в слоистом упругом основании и предложена схема 
алгоритма процедуры последовавельных приближений для определения 
взаимосвязанных величин усилия в анкере и прогибов стенки. 

Полученные результаты могут быть использованы для полной авто­
матизации процессов расчета на прочность тонких заанкеренных стенок 
причальных и оградительных сооружений лесных портов и береговых лес­
ных складов, а также береговых заанкеренных свайных опор лесозадержи-
вающих сооружений. 
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A.S. Milyaev, М.М. Ovchinnikov, A.I. Furin 
Calculation of Anchored Flexible Retaining Walls in the Layered Soil 

The analytical solution of the problem on bending the retaining wall in the layered flexible 
basement is presented. The algorithm scheme is suggested for the procedure of 
progressive approximations for numerical determination of displacement and forcing. 


