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Тогда относительное искривление определяется следующим диапа­
зоном:
верхний предел

Bf
R-r

Уз / 1
1 — rfo/T>o ' sin (3

4-tg«2); (9)
нижний предел

в"6
R-r (W)

где dQ = 2 г;
Dq = 2 R.
Траектории перемещения очага деформации получали с помощью 

метода координатных сеток. За неподвижный центр при построении 
полей принимали центр торца комлевого конца бревна. Анализ макро­
перемещений объема древесины проводили по результатам измерений 
положений координатной ячейки до и после эксперимента с выдержкой 
брусьев до установившейся влажности. Влажность исходного бревна 
принимали для условий свежесрубленной древесины.

Деформируемость брусьев зависит от геометрических размеров 
бревна и толщины формируемых брусьев (от ширины формируемых 
плоскостей), а также от ориентации оси предмета обработки по поставу 
инструмента лесопильного станка. С увеличением угла раствора на­
правляющих при переориентировании бревна с осевого направления к 
образующей уменьшается и степень изменения формы бруса. Абсолют­
ное значение w в зависимости от угла раствора направляющих не пре­
восходит 10 ... 15 ■%'.

В поле макроперемещений можно выделить две зоны, определяе­
мые взаимным положением формируемых плоскостей и находящиеся 
в двух координатных плоскостях. Задача состоит -в определении значе­
ния вектора деформации. Теоретическое определение граничных усло­
вий деформирования пиломатериалов и уточнение основных парамет­
ров при экспериментальной оценке позволят подойти к разработке тех­
нологических требований по ограничению способности пиломатериалов 
к деформированию.
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В РАСЧЕТЕ КОЛЕБАНИИ ВРАЩАЮЩЕГОСЯ ДИСКА ПИЛЫ
/Рассмотрены два подхода к теоретическому иссЛедованию-колеба-

‘ ний вращающегося диска пилы, основанные на использовании/ как’ 
вращающейся вместе с диском, так и неподвижной системы координат. 
Показаны преимущества использования неподвижной' системы.

, 1 Two approaches to the study of a rotary saw disk oscillations based
on the use of a coordinale system, both rotating with a disk and a fixed 
one, have been considered. The advantages of using the fixed system have 
been revealed.

В настоящее время при расчете колебаний вращающегося диска 
пилы большое распространение получила теория критических частот
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вращения [2, 4]. Она позволяет предсказывать частоты вращения, соот­
ветствующие потере пилой динамической устойчивости. Однако тради­
ционно используемый этой теорией подход не позволяет вычислять из- 

,'гибную жесткость вращающегося диска, учитывать влияние направля­
ющих на изгибную жесткость и критические частоты вращения, так как 
основан на применении системы координат, вращающейся вместе с 
пилой. Данная статья посвящена систематизации и дальнейшему раз­
витию теоретических представлений о колебаниях вращающегося диска 
пилы.

Современные теоретические представления о колебаниях круглых 
пил основаны на вариационном принципе Остроградского — Гамильто- 

- на, согласно которому действительное движение системы выделяется из 
всех допустимых тем, что удовлетворяет условию экстремума интеграла

(1) 
t„

где Т, U — соответственно кинетическая и потенциальная энергии 
системы при заданных ее положениях в моменты времени 
to и 1}.

При традиционном подходе диск пилы рассматривают в координа­
тах, вращающихся вместе с ним. Кинетическая энергия будет v равна 
энергии колебаний:

Р
7' = -i-p/zj f (d’w/dtyrdrd'?-. (2)

Z Г„ О
потенциальная энергия — энергии деформации диска:

4 D J V®)2 - 2 (1 - и) [(4- Wr + ® J ™гг -
Го О

—(тwJr!)rdrdv?i (~tl) ] ■rdrd^—Pwp'

где p — плотность материала пилы;
h — толщина пилы:
r0 — радиус зажимных шайб;
7? — внешний радиус диска пилы;
w — прогиб пилы;

г, — полярные координаты;
D — цилиндрическая жесткость, D — Eh3/[12 (1 — у.2)];
Е — модуль упругости;
у. — коэффициент Пуассона;

— оператор Лапласа, у® = wrr И—- wr
аг, <з— соответственно радиальные и окружные напряжения в 

пиле;
wp —прогиб диска пилы в точке (гр, приложения внешней , 

силы Р. , ~ ~
Напряжения аг и а равны сумме начальных напряжений, напря­

жений от неравномерного нагрева диска 'пилы и от центробежных сил 
инерции, которые пропорциональны второй степени частоты вращения:

вг = °г + < + + аг + (И:
а = ан 4- в1 4- а“ .== ан 4- с1 4- <о2Ф (г) (,ср X / *.

где 7? (г), Ф (г) функции от г.

(4)



С. В. Ершов

...Прогиб диска представлен суммой (2п+1) координатных функций, 
описывающих все допустимые движения пилы [2]:

1 "w = аоий (г) cos p0t + (r)(a/cosX<p + sinX<p) cos/\Z, (5)

'где ax,6x—неопределенные коэффициенты;
ux— функция только от радиуса г, удовлетворяющая всем гра- 

- • ничным условиям;
X — число узловых диаметров в форме колебаний;

' рх —круговая частота колебаний в связанной с пилой системе
координат по форме с >• узловыми диаметрами.

Подставляя выражение (5) в интеграл (1) и выполняя условие 
экстремума =0; = 0^ > получаем (2п4~1) уравнений от­

носительно коэффициентов ах и &х f 1
«х (^х + “2Qx + z-k ~ Pl rx) == p«x Ы C°s 
6x (4 + °>2Qx + A ~ Pl Л) = Pa, Ы sin

X = 0, 1, 2, ..n,

где = (^. + ±^._2LUxPdr;

■ Qx = ^J[/?(r)(-^)’ + ®(r)(x-^-)’]^r;

Z>. = «А J [(a« + + (°Нт + °?)(X-T-)’] rdr'

R - .
’ К — pAsj w2rdr.

г»

При отсутствии внешней силы Р уравнения (6) могут иметь реше­
ние только в том случае, когда

А2=^х + ^х + А)/^х. (7)
что соответствует частотам собственных колебаний вращающегося дис­
ка пилы в связанной с ним системе координат. При w = 0 имеем часто­
ты колебаний невращающегося диска

< = (^х + А)/Гх. (8)

Используя формулу (8), запишем
, 'Я=Р^+^В, . (9)

где В — динамический коэффициент, В = Qx/Kx.
• -• Напряжения от центробежных сил,инерции положительны, поэтому 
,В>0 и увеличение частоты вращения диска в связанной с ним систе­
ме, координат приводит увеличению частот его собственных колеба­
ний. . 1

Для перехода к неподвижной системе координат прибегают к ис­
кусственному приему: колебания разделяют на две цепи волн, бегущих 
в: различных направлениях с угловой скоростью а>]2 = рх/Х’. Для не­
подвижного наблюдателя частоты вращения этих волн и соответствую­
щие им частоты колебаний будут различны:
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®2= (1°) 
<71=рх + (в>'; <7г=л—шХ» ' " (И)

где ; q—частоты колебаний в неподвижной системе координат.
При кратности одной из частот колебаний частоте вращения 

q^ — k<» (k — коэффициент кратности) возникают резонансные часто­
ты вращения сорез = рх/(£±‘Ь)- С учетом (9) запишем

(Д ± Х)3 _ В • С12)

Значению k = 0 соответствует критическая частота вращения

«кр-лА- (13)
при которой волна колебаний останавливается в пространстве для не­
подвижного наблюдателя — 0).

Если к диску пилы в связанной с ним системе координат приложе­
на постоянная сила Р, то уравнения (6) позволяют определять коэффи­
циенты ах и 6Х, а (5) — прогиб пилы в точке приложения силы (гр, <рр). 
Однако изгибная жесткость диска пилы, найденная по формуле / = 
= P/Wp, в этой системе координат не может служить показателем его. 
работоспособности. С увеличением частоты вращения она непрерывно 
возрастает и не отражает потерю диском динамической устойчивости 
при критических частотах вращения [3]. На рис. 1 приведена зависи­
мость изгибной жесткости пилы от частоты ее вращения. Начальное 
напряженное состояние пилы до зажатия в шайбы близко к критиче­
скому.

Рис. I. Влияние частоты вращения на 
изгибную жесткость вращающейся 
пилы: 1 — система координат, вра­
щающаяся вместе с пилой; 2 — не­

подвижная система координат

Обратимся к другому подходу, основанному на использовании не­
подвижной в пространстве системы координат (г,ф), где ф = ф + w t. 
Выражение" (3) для потенциальной энергии не изменится, а кинетиче­
ская энергия будет'равна сумме энергии колебаний и энергии враще­
ния:

7?=4'рА^ + <o2r] rdrrf®. (14)

Прогиб пилы w (г, ф, t) зависит от времени непосредственно и че­
рез координату ф:

dw __ dw , dw
~di~ — ~dF + “ "ЩГ • (15)

Для того чтобы функция прогиба w (г, ф, /) описывала все допус­
тимые движения в неподвижной системе координат, ее' необходимо 
представить в виде 2 (2п-ф- 1) координатных функций: . ,
6 «Лесной журнал» Hi 2
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w =Yuo (r)(ao cos qot + b0 sin qot) + ^2 zzx (r) (ax cos Хф cos qj 4-

4- by cos Хф sin q}t 4- cx sinХф cos qxt 4- dx sin Хф sin q^t}, (16

где ax, Z>x cx, d. — неопределенные коэффициенты.
С учетом (14) — (16) и при Р — 0 условия экстремума интеграла

Здесь 5х = 2дхшХГх; Лх = Н, + Zx + «2QX-«>2Х2Ух ~■ q\ Гх. (18)

(1) примут вид

Мх~АА=°;
Мх + сх5х = 0;

(17)
СХЛХ 4~ = 0;

&ХЛХ ®Х5Х — 0.

Уравнения (17) могут иметь решение только в том случае, когда 

или
/?2ст «г 5 — о>2Х2 — qf± 2<7xXw «О, (19)

что соответствует
<7х==К/’хст + ю25 ±wZ

или частотам вперед и назад бегущих волн по формуле (11). При крат­
ности частоты колебаний и частоты вращения qy — кш получим резо­
нансные частоты вращения, соответствующие формуле (12).

Приложим к пиле периодическую силу Р sin (ft + 8) (где f — часто­
та приложения силы; 8 — начальная фаза) и найдем решение в форме 
вынужденных колебаний, для чего в формуле (16) заменим на f. 
В результате этого будем иметь систему уравнений для определения 
неизвестных коэффициентов:

Мх ~ ЛА = Puv ('"₽) sin 8 cos

Mx + cA = ^MMcosScos%; (20)
<\A 4- b.fB, - Pu, (rp) sin 8 sin Хфр;

ЛА.~ axA-; *4  (гр) cos 8 cos Хфр.

Заменив в формулах (19) <7Х на f и решив уравнение (20), полу­
чим '

«х = (гр)(Л sil?8cos Хфр 4-5Х cos 8 sin Хфр)/(Л2 - 52);

Л = 5их (гр)(Лх cos 8 cos Хфр — 5Х sin 8 sin Хфр)/(Л2 — 52); 

^==р«х(Гр)(Лхз1п 8 81пХфр - 5хсоз8со5Хфр)/(Лхг-52);

. А = Р«х (гр)( Лх cos 8 sin Хфр 4- 5x.sin 8 cos Хфр)/(Л2 — 5Х2).

Подставим выражения для коэффициентов. (21) в формулу (16):
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W (г, ф, /)
Ри0 (Гр) во (г)

2Ло sin (ft -f- 8) 4-

+2 ( (( ( ( г) ■ cos (( (ф - ь) sin ( ( (+8)+

+ Bxsin [X (ф -^jcos (/7 + 8)}. (22)

Упростим формулу (22), положив фр = 0 и 8 = 0, что не изме­
нит результата. После преобразований получим

w(r, ф, t\ = ~^Ри-ъ (гр) «о (г) sin ft +

+ Р S “х Ы “х (г)
Х« 1

(23)

Полученное выражение показывает, что при возбуждении вращаю­
щегося диска пилы периодической силой его колебания по . каждой из 
форм в неподвижной системе координат можно представить суммой 
двух составляющих. Первая имеет неподвижные узловые диаметры и 
одну из зон пучностей, расположенную в точке приложения силы, вто­
рая— узловые диаметры, вращающиеся в направлении вращения пилы 
с угловой частотой f/'X. При приближении частоты вращения к частоте 
одной из вперед или назад бегущих волн (А2— В] ->0) амплитуда 
второй составляющей неограниченно возрастает. Амплитуда первой 
составляющей неограниченно возрастает только при Ах + ВЛ ->-0, то 
есть при частотах возбуждения, соответствующих частотам вперед 
(f = »V + 1/*V® CT-|- <й2В при ш</'Х) и назад (f = — wX -f 
+ 4- ш2В при ®>f/X) бегущих волн.

Если к вращающемуся диску пилы приложим постоянную силу 
(8 = «/2,'/ = 0), то получим

w (г, ф) =
Рие (Гр) и0 (г)

2Л0

п
+ 2

X «= 1

*4 (гр) Ч (Г 
А

cos [Х(ф-фр)]. (24)

Согласно этой формуле при Р = const w не зависит от времени, по­
этому при приложении к вращающейся пиле постоянной силы для непо­
движного наблюдателя форма колебаний пилы неподвижна, а наиболь­
шую деформацию пила будет иметь в точке приложения этой силы. При 
критических частотах вращения, найденных по формуле (13),. дефор­
мация пилы неограниченно возрастает, что соответствует потере дина­
мической устойчивости. Следовательно, изгибная жесткость вращающей­
ся пилы, определенная в неподвижной системе ' координат, при крити­
ческих частотах вращения теоретически уменьшается до нуля. Это де­
монстрирует приведенная на рис. 1 зависимость изгибной жесткости 
пилы от частоты вращения в' неподвижной системе • координат (кри­
вая 2).

Использование неподвижной ' в . пространстве системы координат 
позволяет учесть взаимодействие вращающейся пилы и направляющей, 
если считать последнюю зоной упругого защемления [1]. Для этого к 
выражению для определения потенциальной энергии; . (3) необходимо 
добавить потенциальную энергию деформации упругого слоя ' направ­
ляющих (например слоя смазки): .

J w^dF, (25)
Fn

6*
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где kz — коэффициент жесткости упругого слоя; 
Fn — площадь направляющей.

Система уравнений (17) с учетом (25) дает две группы решений. 
Критическим частотам вращения пилы из первой группы соответству­
ют симметричные формы динамической потери устойчивости

а частотам вращения из второй группы—антисимметричные формы

®х == (r) sin ХФ- (27)

. Зависимость критических частот вращения пилы от углового раз­
мера направляющих приведена на рис. 2.

Рис. 2. Влияние углового размера на­
правляющих на критические частоты вра­
щения ■ круглой пилы при различных зна­
чениях X: 1—Х=2; 2—■ 3; 3 — 4 (сплош­
ная линия — симметричные формы; штрих- 

пунктирная — асимметричные)

Рис. 3. Влияние углового размера направ­
ляющих на изгибную жесткость пилы / 
при различном угловом расстоянии от 
края направляющей: 1—а = 15; 2 — 30;

3 — 45°

' Аналогичным образом можно учесть влияние направляющих и на- 
изгйбную жесткость пилы. На рис. 3 представлена зависимость изгиб- 
ной жесткости вращающейся пилы от углового размера направляющих.

Выводы
1. Традиционно используемая в теоретических исследованиях круг­

лых пил . вращающаяся . вместе с пилой система координат позволяет 
определять только . критические и резонансные частоты их вращения.

2. Использование неподвижной в пространстве системы координат 
дает возможность . дополнительно . определить изгибную жесткость вра-

r .■.■ Щающейся Филы' и амплитуду ее колебаний при действии периодических 
i ■ - ■еилу-a падеже. учитывать влиянйе направляющих. ,
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