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РЕГРЕССИОННАЯ МОДЕЛЬ ПРЕДЕЛЬНЫХ ПОКАЗАТЕЛЕЙ 
ФИТОМАССЫ БЕРЕЗОВЫХ ДРЕВОСТОЕВ 

По данным фитомассы 62 пробных площадей, заложен
ных в березняках Урала и. Казахстана, рассчитана рекурсивная 
система многомерных регрессионных уравнений. Полученная 
модель описывает предельную траекторию надземной фитомассы 
(стволы, ветви, листва) березняков региона, выше которой древо
стой не выходят вследствие самоизреживания. 

A recursive system of multivariate regression equations has 
been developed based on the phytomass data obtained from 62 test 
plots in birch stands of the Urals and Kazakhstan region. The model 
derived describes the limiting trajectory of the top phytomass (stems, 
branches, foliage) in the birch stands of the region, not exceeded in the 
stands due to natural thinning. 



Около 40 лет назад японскими учеными при исследовании связи 
продуктивности с густотой древостоя были выведены две основополагаю
щие альтернативные зависимости: правило 3/2 [15], описывающее макси
мальную массу среднего дерева как функцию густоты (прямая самоизрежи
вания в логарифмических координатах с угловым коэффициентом 3/2), и 
уравнение обратной дроби [12], описывающее массу среднего дерева 
в статическом густотном эксперименте как функцию густоты. Обе зависи
мости получили многократное эмпирическое подтверждение (рис. 1) и 
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Рис. 1. Альтернативные зависимости объема ствола 
среднего дерева древостоя от густоты: а - согласно 
правилу самоизреживания 3/2 для сосны веймутовой 
[14]; б - согласно уравнению обратной дроби для со
сны густоцветной [10]. Цифрами обозначен возраст 

древостоев 
интерпретировались как «законы» самоизреживания [11]. Какое-то время 
они существовали независимо друг от друга, находясь в явном концепту
альном противоречии [2, 11], пока не было показано, что первая (правило 
3/2) является предельным случаем (огибающей кривой) семейства альтерна
тивных кривых густотного статического эксперимента, описываемых урав
нениями обратной дроби [11] (рис. 2). 

Рис. 2. Зависимость средней массы растения 
гречихи (Fagopyrum sagittatum) в абс. сухом 
состоянии от числа растений на 1 м2: а - се
мейство кривых, описываемых уравнениями 
обратной дроби: .6 у? линия самоизреживания 
как огибающая семейства кривых (описы
вающая правило 3/2). Результат густотного 
эксперимента [11} (посев при начальных 
густотах от 30 до 50: ООО растений на 1 м2); 
1 - 4 - число - дней после посева 

соответственно 21, 35,49 и 63 10' Ю3 10' 
Число растений на 1н\ экз. 
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Рис. 3. Зависимость фитомассы древостоя от густоты для различ
ных возрастов (10... 90 лет) и линии самоизреживания / /как оги
бающей семейства кривых: а - принципиальная схема с выделе
нием зон неполного использования площади роста (Л), полного 
(Б) и зоны самоизреживания (В) [13]; б - зависимость для стволов 
биогрупп сосны Казахского мелкосопочника; / - линия 

оптимальной густоты; //-линия самоизреживания [3] 

Позднее П. Уэст [13] названные две концепции совместил аналогич
ным образом, однако они были выражены в терминах фитомассы древостоев 
на единице площади, а не массы среднего дерева (рис. 3, а). При этом каж
дая густотная кривая характеризовалась тремя специфическими участками: 
неполного использования площади роста (восходящая кривая А), полного 
(горизонтальный участок Б) и отрезок самоизреживания (нисходящий уча
сток В). Семейство густотных кривых для Некоторого возрастного диапазо
на сформировало зоны неполного использования площади роста (А), полно
го (Б) и самоизреживания (В), разделенные на рис. 3, а пунктирными ли
ниями. Правые концы густотных кривых и в этом случае образовали оги
бающую кривую - линию самоизреживания, выше которой древостой не 
могут находиться в устойчивом состоянии. 

Концепция П. Уэста [13] не подтверждена экспериментальными 
данными и не доведена до уровня аналитического описания. Это было вы
полнено в наших работах для массы стволовой древесины, отнесенной к 
единице , площади биогрупп, в сосняках Казахского мелкосопочника 
(рис. 3, б) и в березняках семенного и порослевого происхождения в Север
ном Казахстане [3, 4]. Поскольку при аналитическом описании семейства 
густотных кривых двухфакторной регрессионной моделью [3,4] 

/ > 6 r = X ^ , i V 6 r ) , 

где Р б г - фитомасса биогрутшы, т/ условный га; 
А - возраст, лет; 

N6r - густота биогруппы, тыс.экз./ условный га), 

О) 



наличие горизонтального участка (зона Б) неочевидно, вместо зоны 
полного использования площади роста была выделена кривая оптимальной 
густоты (Г), соединяющая вершины колоколообразных густотных кривых. 
Линия самоизреживания при этом выделена как линия предельной 
густоты (II). 

Далее на примере биогрупп березовых древостоев Северного Казах
стана было показано [3, 5], что фитомасса биогруппы Р бг, отнесенная к еди
нице ее площади, является функцией не только возраста А и густоты JV6r, но 
и диаметра среднего дерева биогруппы Z) 6 r, см: 

P 6 r = ^ , i V 6 r , D 6 r ) . (2) 

Поскольку при фиксированных возрасте и густоте биогрупп диаметр 
среднего ствола варьирует в широком диапазоне, были выделены мини
мальный, средний и максимальный диаметры среднего дерева (соответст
венно £>б,-ин . и Аз" к с ) и каждый аппроксимирован по фактическим зна
чениям возраста и густоты. Полученная в итоге рекурсивная система урав
нений [7] 

I . Ш=ДА,МбгУ, ( 3 ) 

D£"=f(A,N6T); 

I 
I I . P6r=f(A,Nbl.,D6r) 

и результаты ее табулирования в последовательности, показанной стрелкой, 
дали возможность установить не линию (см. рис. 3, б), а полосу оптимума 
(рис. 4), которая соответствует зоне полного использования площади роста 

Рис. 4. Зависимость фитомассы стволов 
от густоты биогрупп березняков се
менного происхождения I класса бони
тета различного возраста (10...50.лет): 
А, Б, В - линии оптимальной густоты 
соответственно при максимальном, 
среднем и минимальном диаметрах 
среднего дерева в биогруппах [5] 

Густота биогрупп, тыс.экз./га 



(Б) на рис. 3, а. Позднее было показано, что запас биогруппы Мбг, м3/га, фак
тически определяется четырьмя массообразующими показателями [9]: 

М&=№> N5r, As,, H5j, (4) 

где Я 6 г - высота' среднего дерева биогруппы, м. 
В этом случае положение линии предельной густоты (линии самоиз

реживания) определяется расчетом и последовательным табулированием 
рекурсивной системы уравнений [9] 

I . Dg?* =f(A, N6r); у6г 'J \л> J ,6r 
I 

I I . ЩГ =ЯА, N6r, D6r); 
i 
I I I . M6=f(A, N6l, D6r,H6r). 

(5) 

В данной работе нами предпринята попытка рассчитать регрессион
ную модель предельных показателей фитомассы чистых одновозрастных 
березняков не на уровне биогрупп (как это было выполнено в работе [9]), а 
на уровне древостоев. Основой для расчетов послужил обширный экспери
ментальный материал, полученный в трех регионах: Северном Казахстане 
(Согровский и Полудинский лесхозы Северо-Казахстанской области на гра^~ 
нице с Российской Федерацией, юг Западно-Сибирской низменности, зона 
лесостепи; Боровской и Аракарагайский лесхозы Кустанайской области в 
Тургайском прогибе, зона степи), Южном Урале (Кусинский лесхоз Челя
бинской* области в Южноуральской провинции горных южнотаежных и 
смешанных лесов [1]) и Среднем Урале (Березовский лесхоз Свердловской 
области и Учебно-опытный лесхоз УГЛТА в Зауральской холмисто-
предгорной провинции в подзоне южной тайги [1]). В названных трех ре
гионах было заложено соответственно 40, 11 и 11 (всего 62) пробных пло
щадей при возрасте сомкнутых древостоев от 5 до 90 лет в диапазоне-типов 
леса от влажных до сухих, на которых взято по ступеням толщины соответ
ственно 500, 100 и 97 (всего 697) модельных деревьев. Методика получения 
и характеристика экспериментальных данных фитомассы была изложена 
ранее [ 4 - 6 ] . 

По аналогий со структурой модели (4) запас древостоя М, м3/га, оп
ределяется четырьмя массообразующими показателями: возрастом А, пет; 
густотой N, тыс.экз./га; средними диаметром D, см, и высотой Я, м. Для 
расчета динамики надземной фитомассы березняков по известной динамике 
запасов М применен переводной коэффициент PJM, т/м 3, представляющий 
отношение массы i-й фракции (ствол, скелет кроны, листва) в абс. сухом 
состоянии, т/га, к запасу стволовой древесины, м 3/га. Этот коэффициент, как 
и запас М, определяется одними и теми же четырьмя массообразующими 
показателями [8]. На основе содержательного анализа массива эксперимен
тальных данных запасов и переводных коэффициентов 62 пробных площа
дей подобрана структура четырехфакторных регрессионных моделей: 



Таблица 1 

Константы, факторы, Значения констант и показателей адекватности уравнении (6) 
их сочетания и пока для запаса для переводных коэффициентов PJM 

надземной фитомассы, т/м3 затели адекватности стволовой 
для переводных коэффициентов PJM 

надземной фитомассы, т/м3 

уравнений древесины, м3/га стволов скелета кроны листвы 
а0 

1,149 1,388. 6,330 -15,735 
а{\пА -1,823 -2,538 10,510 22,101 
а2\п2А - - -3,963 9,307 ' 

- - 0,254 0,732 
a4ln/V - - -7,456 -
a5\n2N - - 0,876 -
a6\nD - 0,292 -13,117 -5,484 
а7Н 0,583 - - -
а,Н2 - 0,007 - -
а<)\т\Н - - -1,339 -

аю1п~А InTV - -0,080 - 0,301 
аи\пА \r\N 0,552 0,877 - .. -1,224 
а]2Н\п2А - 0,017 - -
ацН\пА -0,047 -0,209 - -
а]4Я1п£> -0,113 - - ' -

al5\nD\riH - - - -3,635 
-0,072 0,054 - -

а,71пМпЯ - -1,080 - -
aiglnyllnD 0,890 - 3,292 3,993 
а,91гь41п// - 1,312 .. - 2,197 
a20lnA1nD - - . 2,477 -

R2 0,977 0,582 0,707 0,807 
Стандартная ошибка 

уравнения SE 0,152 0,060 0.281 0,355 

1п7= а0+ а^пА + a2ln2A + a3lrA4 + a4lnN + a5[i\2N+ a6h\D + а 7 Я + 
+ asH2 + ag\nH + al0\n2AlnN + aulnA\nN + anH\n2A + anH\nA + 

+ auH]nD + al5\nD\nH+ <з16Я1п7У + а п 1пМпЯ + aiSinA\nD + 
+ а , 9 М 1 п Я + a20\nN\nD, (6) 

где Y- запас древостоя М, м 3/га, или переводной коэффициент Р/М, т/м 3. 
Уравнения (6) были рассчитаны по программе SYSTAT с отбрасы

ванием переменных, значимых на уровне ниже t0$. Характеристика рассчи
танных уравнений и значения их констант приведены в табл. 1. 

Итак, запас древостоя на единице площади (и переводной коэффи
циент фитомассы) при заданном возрасте в предельном ценотическом со
стоянии, т. е. при максимально возможной густоте, определяется двумя ос
новными массообразующими показателями - средним диаметром и средней 
высотой. Поэтому, как и при моделировании предельных показателей фито
массы березы на уровне биогрупп [9], вначале необходимо рассчитать тра
ектории изменения диаметра среднего дерева, максимального для каждого 
класса возраста, и в пределах последнего - максимального для каждой гра
дации густоты. Для получения исходных данных к расчету таких траекторий 



Рис. 5. Кривые £>м а к с = f (N) 
для березняков в возрастах 
10...70 лет, полученные табу
лированием уравнения (7) по 
задаваемым значениям возраста 
,и густоты; А - линия само

изреживания 
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все экспериментальные данные (62 наблюдения) диаметров среднего дерева 
древостоя были распределены в двухвходовую (по возрасту и густоте) мат
рицу и из каждой ячейки матрицы отобраны максимальные значения диа
метра среднего дерева / ) м а к с , см. Последние аппроксимированы зависимо
стью 

1аО м а к с = - 13,894 + 8,491 Ш - 1,0681п2Л + 3,4891niV-0,2571n2W-
1,0141пЛЫУ; R2 = 0,990; SE = 0,083. (7) 

Положение траектории предельных состояний древостоев (огибаю
щей), описываемой уравнением (7), относительно экспериментальных дан
ных показано на рис. 5. 

Высота среднего дерева древостоя зависит не только от возраста и 
густоты, но и диаметра среднего дерева D. Поэтому для получения исход
ных данных для расчета траекторий изменения максимальных значений вы
сот среднего дерева все экспериментальные данные высот (62 наблюдения) 
были распределены в трехвходовую (по возрасту, густоте и диаметру сред
него дерева) матрицу и из каждой ячейки матрицы отобраны максимальные 
значения высот среднего дерева. Последние аппроксимированы зависимо
стью 

1п# м а к с = - 0,902 + 1,5471пЛ - 0,2881п2Л + 0,2001пЛЫ) + 
+ 0,0351пМп£>; Л 2 = 0,959; Ж = 0,109. (8) 

Для получения предельных траекторий (огибающих) запаса стволо
вой древесины и фракций надземной фитомассы березняков уравнения 
(6) - (8) объединены в рекурсивную систему 

I. Д,акс =J(A, N/, 
I 
II. / / м а к . с =f(A. N, D): 
4 
m..M^f(A,N,D,H); 
I 
IV. Pi/M=f(A, N, D, H), 

(?) 
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Рис. 6. Колоколообразные густотные кривые запаса стволовой 
древесины (а), массы стволов (б), массы листвы (s) и массы 
скелета кроны (г) березняков в абс. сухом состоянии для 
различных возрастов (10... 70 лет), полученные 
последовательным табулированием рекурсивной системы (9); 

А - линия самоизреживания 

табулированием которой в последовательности, показанной стрелками, по
лучены семейства густотных кривых запасов стволовой древесины и фито
массы березняков по классам возраста. Правые ветви кривых образуют для 
запаса и фитомассы огибающие, положение которых относительно экспе
риментальных данных показано на рис. 6, а цифровые значения надземной 
фитомассы, предельной для задаваемых густот, приведены в табл. 2. 



Таблица 2 

Предельные показатели 
древостоев 

Значения показателей пр и густоте древостоя, тыс. экз./га Предельные показатели 
древостоев 1 :2>- • ••" 3 5 10 15 20 - '25 35 

Диаметр среднего 
дерева, см 20,5 13,5 10.6 7,9 •' 5,2 4,0 3,3 2,9 2,3 

Высота среднего 
дерева, м 21,4 17,5 15,5 12,7 9,6 8,0 6,9 6,1 5,0 

Запас стволовой -, • 

древесины, м3/га 330 250 220 170 НО 80 65 55 45 
Надземная фитомасса 

в абс. сухом состоя
нии, т/га: 

стволов 180 130 108 83 54 40 33 28 24 
скелета кроны .21,0 16,2 15,0 13,2 10,8 9,4 8,1 7,0 5,0 
листвы . 5,4 3,9 3,8 3,6 3,2 2,9 2,6 2,3 1,9 
всего 206,4 150,1 126,8 99,8 68,0 52,3 43,7 37,3 30,9 

.Предельные показатели запаса и надземной фитомассы березняков, 
рассчитанные по регрессионным моделям на уровне биогрупп с последую
щим пересчетом на древостой по корректировочному коэффициенту [9], от
личаются от рассчитанных по моделям на уровне древостоев (рис. 6), (более 
близки к полученным здесь предельным значениям соответствующие пока
затели, рассчитанные опосредованно, через стратификацию по биогруппам, 
для порослевых березняков). Возможные причины расхождений состоят в 
том, что для стратификации по биогруппам были подобраны максимально 
сомкнутые древостой в ограниченном регионе Казахстана, а модели (6) рас
считаны по данным, полученным в некотором диапазоне полнот и лесорас-
тительных условий в дрёвостоях трех регионов. 

Таким образом, использование рекурсивной системы регрессионных 
уравнений позволило описать траектории предельно возможных запасов 
стволовой древесины и надземной фитомассы березняков Урала и Казахста
на. Древостой, имеющие более высокие значения названных показателей, не 
могут находиться в устойчивом состоянии. В какой-то момент они выходят 
за пределы огибающей, но вследствие срабатывания механизмов 
саморегуляции (самоизреживания) возвращаются на допороговый уровень 
показателей. 

Предельная огибающая надземной фитомассы представляет собой 
геометрическое место точек пересечения г густотных кривых древостоев в 
смежных возрастах А\, А2, А3, А, При их разности (А„+\ -А„) —» 0. При экс
траполяции смежных густотных кривых за пределы точки их пересечения 
кривая древостоев старшего возраста находится ниже кривой младшего воз
раста, однако теоретически таких древостоев не может быть. Этот вывод 
исходит из представления о линии самоизреживания одновозрастного дре
востоя в онтоценогенезе: густота древостоя в старшем возрасте не может 
быть равна или больше, чем в младшем возрасте. 



Предельная огибающая надземной фитомассы представляет собой 
геометрическое место точек пересечения i густотных кривых древостоев в 
смежных возрастах А\,Аг, А$, ...,At при их разности (A„+i - А„) —> 0. При экс
траполяции смежных густотных кривых за пределы точки их пересечения 
кривая древостоев старшего возраста находится ниже кривой младшего воз
раста, однако теоретически таких древостоев не может быть. Этот вывод 
исходит из представления о линии самоизреживания одновозрастного дре
востоя в онтоценогенезе: густота древостоя в старшем возрасте не может 
быть равна или больше, чем в младшем возрасте. 
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