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Разработка аналитических методов расчета и распределения темпе-
ратур на контактных поверхностях лезвия зуба пилы и по его высоте – важ-
ная задача теплофизики резания круглыми пилами. Решение этой задачи 
позволяет разрабатывать рекомендации, связанные с износом и стойкостью 
режущих кромок и поверхностей лезвия, термическими напряжениями в 
инструменте, назначением режимов резания, при которых целесообразно 
использовать инструментальные материалы с той или иной степенью темпе-
ратурной устойчивости. 

Аналитические исследования невозможно выполнить без некоторой 
схематизации теплопередачи при движении стружки по лезвию зуба и лез-
вия по поверхности резания [4]. 

В цилиндрической системе координат r, ϕ, z, связанной с источни-
ком тепла, дифференциальное уравнение теплопроводности в общем случае 
имеет следующий вид: 
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где t(r, ϕ, z, τ) – температура рассматриваемого тела в точке с координатами  
                            r, ϕ, z в момент времени τ; 
                   СV  – объемная теплоемкость;  
          Vr, Vϕ, Vz – радиальная, тангентальная  и осевая  составляющие вектора  
                            скорости тела относительно источника тепла; 
                   λ(t) – коэффициент теплопроводности материала тела. 

Решение уравнения теплопроводности (1), как и всякого нелинейно-
го дифференциального уравнения в частных производных, представляет 
значительные трудности. Поэтому важнейшим этапом теплофизического 
анализа является упрощение структуры уравнения (1) на основе схематиза-
ции рассматриваемого процесса. 

Применительно к задаче о нагреве режущей части пилы, вращаю-
щейся вокруг оси z, когда Vr, Vz = 0, целесообразно и по имеющимся сведе-

ниям допустимо считать ее температурное поле плоским 0; 2
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(вследствие малой толщины диска), осесимметричным 0; 2
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пазоне скоростей резания в деревообработке [1, 5]) и стационарным 0=
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(при межторцовых разрывах, не превышающих 10 % длины распиливаемых 
заготовок [6]). Кроме того, при принятом стационарном температурном по-
ле влиянием температуры диска на теплофизические свойства его материала 
можно пренебречь [4]. 

Потеря теплоты лезвиями зубьев от лучеиспускания не превышает, 
по данным работы [2], 1,0 … 1,5 % от общего количества теплоты, посту-
пающей в инструмент и участвующей в теплообменных процессах с окру-
жающей средой. 

С учетом перечисленных ограничений и теплоотдачи по боковым 
поверхностям и поверхностям передней и задней граней лезвия зуба пилы 
рассмотрим тепловой баланс элементарного кольцевого слоя с внутренним 
радиусом x и центром в точке n режущей кромки nn1 абсолютно острого лез-
вия шириной dx (рис. 1). На профиль абсолютно острого лезвия наложен 
профиль физического лезвия, имеющий радиус закругления ρ и режущую 
кромку в форме дуги аб с центром О.  
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Обозначения, использованные на рис. 1: 
dx
dt

 – градиент температуры 

зуба по высоте; q1 и q2 – количество подводимой и отводимой теплоты от 
элементарного участка за счет теплопроводности по высоте зуба, Вт; dq – 
количество теплоты, отводимой за счет конвективного теплообмена от эле-
ментарного участка через переднюю, заднюю и боковые грани, Вт; β – угол 
заострения зуба, град; h и b – высота и толщина зуба, м; R и R1 – радиус пи-
лы и окружности впадин зубьев, м; x0 – расстояние от начала координат (т. 
n) до центра дуги аб (т. О). 

Поскольку в установившемся режиме резания теплосодержание эле-
ментарного участка остается постоянным, тепловой поток dq, рассеиваемый 
за счет конвекции боковыми поверхностями и поверхностями передней и 
задней граней этого участка, определяется разницей тепловых потоков q1 и q2, 
проходящих через внешнюю и внутреннюю цилиндрические поверхности: 

                                                              dq = q1 – q2.                                    (2) 

Члены правой части выражения (2) представляют следующее: 

                                                       q1= – 2πхb
360
β λ

dx
dt ;                        (3) 

                                              q2 = – 2π(х + dx)b
360
β λ ( )dtt

dx
d

+ .                       (4) 

 
Подставив тепловые потоки (3) и (4) в выражение (2) и проведя пре-

образования, получим 
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По теореме Лагранжа 
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Рис. 1. Схема тепловых потоков 
элементарного  участка  зуба пилы 
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С учетом (6), выражение (5) примет следующий вид: 

                                                 dq = dx
dx
dt

dx
tdxb
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С другой стороны, количество теплоты, отводимой за счет конвек-
тивного теплообмена от элементарного участка, определим по закону Нью-
тона–Рихмана: 

                                                  dq = dxttbx )(
180

2 в−⎟
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α ,           (8) 

где  α – коэффициент теплоотдачи, Вт/(м2⋅ °С); 
         t – температура элементарного участка, °С; 
        tв – температура окружающего воздуха, принята tв = 0  °С. 

Подставив количество теплоты, отводимой за счет конвективного 
теплообмена по формуле (8), в выражение (7) и проведя преобразования, 
получим 
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Введем обозначения: 
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Дифференциальное уравнение (9) с учетом (10) примет вид 
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Запишем решение дифференциального уравнения (11) с применени-
ем программного пакета Mathematica v. 4.2: 

                        ( ) ( )zLeCzUeCt zz 2);1(5,02;1);1(5,0 21 ν−−+ν+= −− ,        (12) 

где                      C1 и C2 – постоянные коэффициенты, определяемые  из  гра- 
                                            ничных условий; 
       ( )zU 2;1);1(5,0 ν+  – конфлюэнтная  (вырожденная)  гипергеометричес- 
                                            ская функция первого рода,  порядка  (1 + ν),  аргу- 
                                            мента 2z; 
           ( )zL 2);1(5,0 ν−−  – функция Лагерра порядка 0,5(–1–ν), аргумента 2z. 

Постоянные коэффициенты C1 и C2 в выражении (12) определим из 
граничных условий первого рода. 
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Для случая реального резца считаем, что температура будет макси-

мальна на расстоянии 
2sin

0 β
ρ

=x  от начала координат  (рис. 1) и равна t0. 

Тогда при х = х0 и t = t0 выражение (12) примет вид 
           ( ) ( )02010 2);1(5,02;1);1(5,0 00 mxLeCmxUeCt mxmx ν−−+ν+= −− ,     (13) 
а при х = ∞ и t = 0:  
                       ( ) ( )∞ν−−+∞ν+= −∞−∞ );1(5,0;1);1(5,00 21 LeCUeC .        (14) 

Так как при х = ∞ функция Лагерра ( ) ∞=∞ν−− );1(5,0L , выражение 
(14) справедливо лишь при условии C2 = 0. Тогда из (13)  

                                               
( )0

0
1 2;1);1(5,00 mxUe

t
С mx ν+

= −
. 

При известных коэффициентах C1 и C2, и x0 закон распределения 
температуры по высоте зуба можно записать в виде 
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График конфлюэнтной (вырожденной) гипергеометрической функ-
ции первого рода приведен на рис. 2, график распределения температуры 
(кривая 1) по высоте зуба – на рис. 3. Как видно из формулы (15), характер 
распределения температуры не зависит от ее абсолютного значения на лез-
вии зуба, поэтому на рис. 3 по оси ординат приведена относительная темпе-
ратура.  

                                 
Рис. 2. Изменение конфлюэнтной 
(вырожденной) гипергеометриче-
ской функции первого рода аргу-
мента z, порядка а: 1 – а = 0; 
2 – 0,2; 3 – 0,4; 4 – 0,6; 5 – 0,8; 6 – 1,0 

Рис. 3. Распределение относитель-
ной температуры по высоте зуба:     
1 – кривая, построенная по формуле 
(15); 2 – графоаналитическим мето- 
                        дом [3] 
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Выводы 

1. Характер изменения относительной температуры по высоте зуба, 
полученный аналитическим расчетом (кривая 1) хорошо согласуется с ре-
зультатами решения обратной задачи для тех же условий резания графоана-
литическим методом (кривая 2). Это позволяет сделать заключение, что ус-
тановлена реальная картина стационарного температурного поля зуба ре-
жущей части пилы. 

2. Аналитический метод расчета температур зуба рекомендуется для 
случая, когда известна температура резания, графоаналитический метод – 
при известной температуре диска на окружности впадин зубьев. 

3. Градиенты температур по высоте зуба (кривые 1, 2) наиболее       
отличаются в отрезках координат по оси абсцисс ∆x = 0…4 мм; 
 ∆t/t0 = 0,3 … 0,7. Это можно объяснить допущениями, сделанными при опи-
сании теплофизической обстановки в зоне резания для разработки аналити-
ческого метода, не учитывающего закрытый процесс резания, наличие  
теплых опилок, теплообмен лучеиспусканием. Необходимо отметить,  
что градиент температур на холостой ветви пилы выше, чем 
на рабочей. 

4. Ошибка определения температуры  основания зуба аналитическим 
методом, принятая при расчете температуры резания, не превышает  6 %. 
Можно сделать заключение о достаточной точности реальной температуры 
на периферии диска и возможности ее использования для расчета режимов 
резания по динамической устойчивости пилы. 

5. Предложенный метод расчета температур зуба позволяет научно 
обоснованно рекомендовать ограничения параметров режима резания круг-
лыми пилами с учетом материала лезвия зуба и вида отпуска, принятого в 
технологии его изготовления. 
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Temperature Field of Circular Saw Tooth 
 
Analytical calculations are carried out for temperature distribution according to height of 
circular saw tooth. The character of distribution is shown to be similar to the one set  
experimentally. 
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