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В лесопилении для распиловки бревен и брусьев широко применяют 
ленточнопильные станки и лесопильные рамы, у которых в качестве режу-
щего инструмента установлены пилы, представляющие собой в зоне резания 
стальные полосы с насеченными на одной из кромок зубьями. 

Целью данной статьи является вывод формул для определения на-
чальной жесткости полосовой пилы с учетом эксцентриситета линии натя-
жения и начального напряженного состояния, создаваемого вальцеванием. 

Производительность и качество пиления в значительной степени за-
висят от точности получаемых пиломатериалов. Для ее повышения необхо-
димо, с одной стороны, уменьшать силы, действующие на пилу, с другой – 
повышать способность пил противодействовать этим силам [3].  
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Способность пил противодействовать боковым силам характеризу-
ется их жесткостью. Следует различать три вида жесткости пилы [3]: собст-
венная жесткость −cj  жесткость пилы, не растянутой внешними силами; 
начальная жесткость −нj  жесткость растянутой пилы при отсутствии сил 
резания; рабочая жесткость −pj  жесткость пилы в работе при воздействии 
на нее сил сопротивления резанию. 

Собственная жесткость пил зависит от размеров поперечного сече-
ния, свободной длины и начального напряженного состояния. Начальное 
напряженное состояние пилы можно получить вальцеванием или термопла-
стической обработкой. 

Для определения рабочей жесткости пилы, по которой оценивают 
точность пиления [3], необходимо знать ее начальную жесткость. 

Начальная жесткость пилы определяет какую боковую силу Q необ-
ходимо приложить к ней, чтобы отклонить ее на 1 мм в месте приложения 
силы (у режущей кромки на середине свободной длины пилы). Отсюда сле-
дует, что для определения начальной жесткости необходимо знать величину 
прогиба растянутой пилы w под действием боковой силы Q: 

                                                   .н w
Qj =                                                  (1) 

В работе [6] с использованием энергетического метода Рэлея–Ритца 
выполнено теоретическое определение начальной жесткости полосовых пил. 
Для нахождения неопределенных параметров ( kkkk dcba ,,, ), входящих в ряд, 
выражающий прогиб пилы, на ЭВМ было решено n систем четырех уравне-
ний, далее определены прогиб и начальная жесткость пилы. Недостатками 
этого метода являются отсутствие конечной формулы для расчета начальной 
жесткости и относительная сложность. 

В работе [7] на основании энергетического метода в постановке 
проф. С.П. Тимошенко [8, 9] была получена формула для определения на-
чальной жесткости полосовой пилы при сосредоточенной нагрузке, а в рабо-
те [2] – при распределенной нагрузке. В работе [5] выполнены теоретиче-
ские исследования начальной жесткости полосовых пил при сосредоточен-
ной нагрузке с учетом зазора между пилой и направляющими. 

Общий недостаток вышеперечисленных работ – определение на-
чальной жесткости полосовой пилы без учета эксцентриситета линии натя-
жения и начального напряженного состояния пилы. 

Рассмотрим расчетную схему (рис. 1) для определения прогибов пи-
лы при сосредоточенной нагрузке. 

Провальцованная пила, имеющая толщину s, ширину полотна b и 
свободную длину (расстояние между опорами) l, растянута силой N, прило-
женной с эксцентриситетом e относительно оси симметрии полотна пилы. 
Боковая сила Q действует в точке a, имеющей координаты aaa zyx ,, . Прогиб 
пилы определим в точке с координатами x, y, z, используя энергетический 
метод [8, 9]. 

6* 
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Потенциальная энергия деформации пилы U складывается из потен-
циальных энергий растяжения рU , изгиба иU  и кручения крU [9]:  
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где         Nx – нормальные усилия от действия силы растяжения  N  и  вальце- 
                      вания, приходящиеся на единицу ширины полотна пилы, Н/мм;  
       B = EJx – жесткость пилы при изгибе, Н⋅мм2;  
                 E – модуль упругости материала пилы, МПа;  
  Jx = bs3/12 – момент инерции сечения пилы при изгибе, мм4;  
                 u – прогиб оси сечения пилы при изгибе, мм;  
      C = GJρ – жесткость пилы при кручении, Н⋅мм2;  
                G – модуль сдвига материала пилы, МПа;  
                Jρ –  момент инерции сечения пилы при кручении, мм4;  
                 β – угол поворота сечения пилы при кручении, рад. 

Деформация полотна пилы складывается из прогиба продольной оси 
пилы и поворота сечения пилы вокруг нее (рис. 1).  

Нормальные усилия от действия силы растяжения и от вальцевания, 
приходящиеся на единицу ширины полотна пилы,  
                                             ,вал ssN Nx σ+σ=                                     (3) 
где σN  – напряжения от действия силы N, Н/мм2;  
      σвал – напряжения от начального  напряженного  состояния  (вальцевания  
               пилы), Н/мм2. 

Продольная сила N приложена с эксцентриситетом, поэтому  

                                              ,
у

N J
xeN

sb
N

+=σ                                     (4) 

где −= 12/3bsJ у момент инерции сечения пилы при изгибе от эксцентриси- 
                               тета приложения силы N, мм4. 

 
Рис. 1. Расчетная схема для определения прогибов пилы при 
                                     сосредоточенной нагрузке 
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В формуле (4) первое слагаемое – напряжения растяжения от дейст-
вия силы N, приложенной к оси симметрии полотна пилы, второе – напря-
жения изгиба от эксцентриситета приложения силы N. 

После подстановки в (4) относительного эксцентриситета э = e/b и 
момента инерции сечения пилы Jy получаем 

                                             .12
2bs

xэN
sb

N
N +=σ                                     (5) 

Рассмотрим методику [4] определения напряжений от начального 
напряженного состояния (вальцевания) пилы σвал. 

При вальцевании пила получает начальные напряжения, которые, 
очевидно, должны повлиять на ее начальную жесткость. Примем, что пила 
до вальцевания не имела начальных напряжений, а нормальные напряжения 
от вальцевания подчиняются параболическому закону. 

Эпюра напряжений от вальцевания приведена на рис. 2. В результате 
вальцевания максимальные растягивающие напряжения σmax возникают у 
передней и задней кромок, минимальные σmin – в середине полосы пилы. 
Степень вальцевания характеризуется величиной 

                                              ∆σ = σmax + σmin.  

Согласно исследованиям проф. А.Э. Грубе [1], величина ∆σ, Н/мм2, 
находится в прямой зависимости от стрелы прогиба f поперечного сечения 
полотна пилы и может быть определена по формуле 

                                                  ,E
R
f

=σ∆                                     (6) 

где R – радиус окружности изгиба пилы, мм. 
Напряжение на расстоянии х от оси симметрии выразим уравнением 

                                               min
2 σ−=σ xax .  

 

 
Рис. 2. Эпюра напряжений от вальцевания 
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Определим коэффициент а. При х = ± b/2 напряжение σх = σmax, тогда 

                                           min
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Так как провальцованная пила находится в равновесии, растягиваю-
щие напряжения уравновешиваются сжимающими, т. е. 
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Подставим (8) в уравнение (7): 
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После подстановки выражений (5) и (9) в (3) получим 

                     .
3
14121 2

2 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −σ∆+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ += x

b
s

b
xэN

b
NN x                      (10) 

Выразим прогиб оси сечения пилы на расстоянии z от одного из кон-
цов, принятого за начало координат, как 

                                         ∑
π

=
∞=

=

n

n
n l

nuu
1

sin z ,                                  (11) 

а угол поворота сечения пилы, расположенного на расстоянии z от одного из 
концов, как 

                                         ∑
π

β=β
∞=

=

n

n
n l

n
1

.sin z                                   (12) 

Тогда прогиб любой точки пилы определим по формуле  

                   .sinsin
1
∑ ⎟
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⎞

⎜
⎝
⎛ π

β+
π

=β+=
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n

n
nn l
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Подставив выражения (10) – (13) в (2) и выполнив соответствующие 
преобразования, получим уравнение для определения потенциальной энер-
гии деформации пилы: 
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Известно, что в случае устойчивого равновесия полная потенциаль-
ная энергия системы П минимальна. Полная потенциальная энергия пилы, 
отклоненной под действием силы Q: 
                                            П = U – W,                                               (15) 
где W – потенциальная энергия внешней  нагрузки  равна  работе,  совершае- 
              мой силой Q: 

                    .sinsin
1

∑ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

β+
π

=
∞=

=

n

n
ann l

nx
l

nuQW aa zz                      (16) 

Полная потенциальная энергия системы 
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В случае устойчивого равновесия будем иметь систему уравнений 
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После решения и преобразований системы (18) получим 
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После подстановки (19) и (20) в (13) получим следующую формулу 

для определения прогибов пилы: 



ISSN 0536 – 1036. ИВУЗ. «Лесной журнал». 2008. № 4 

 

88

( )

( )

(21)                                            .sinsin                                                         

4512
1

12

][
4512

2
1 222

3
222222

2
2

222
32

2

2

⎭
⎬
⎫ππ

×

∑
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

×

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
+π⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

σ∆
+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+π

−+π+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ σ∆
++−

π
=

∞=

=

l
zn

l
zn

lNnBC
sb

эlbNnBNbn

эbxlNxnBx
sb

CNbэxNbl

Qlw

a

n

n

aaa

 
 С учетом выражения (1) для случая, имеющего практическое значе-
ние, когда прогиб определяется в точке действия боковой силы Q, которая 
приложена к кромке пилы (х = ха = b/2) на середине ее свободной длины 

)2/( lzz a == , получим формулу для начальной жесткости полосовой пилы 
при сосредоточенной нагрузке: 
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Расчетная схема для определения прогибов пилы при распределен-
ной нагрузке приведена на рис. 3. 

 

 
 
 

Рис. 3. Расчетная схема для определения  прогибов пилы при распре- 
                                          деленной  нагрузке 
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Полный прогиб пилы при распределенной нагрузке можно опреде-
лить из выражения (21) после его интегрирования по )( 11 hllza += K : 
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где q –  распределенная нагрузка, Н/мм, q = Q/h; 
       h – протяженность распределенной нагрузки (высота пропила), мм; 
       l1 – расстояние  от  левой  опоры до начала действия распределенной на- 
             грузки, мм. 

С учетом выражения (1) для случая, имеющего практическое значе-
ние, когда распределенная нагрузка q  приложена к кромке пилы )2/( bxa = , 
а прогиб w определяется в точке axx = , )2/( 1 hlz += , получим формулу для 
определения начальной жесткости полосовой пилы при распределенной на-
грузке: 
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 Анализируя формулы (22) и (24), можно оценить влияние различных 
факторов на начальную жесткость полосовых пил и показать пути ее повы-
шения. 

Пусть имеем следующие параметры ленточной пилы: l = 400 мм,       
s = 1 мм, N = 5000 Н, b = 110 мм, E = 2,15 ⋅ 105 МПа, G = 8,1 ⋅ 104 МПа, э = 0, 
∆σ = 0, h = 1. После их подстановки в формулу (24) с учетом только первых 
четырех членов ряда (n = 1, 3, 5, 7) получим jн = 18,6 Н/мм, а при n = 1, 3, 5 
... 1001 – jн = 17,9 Н/мм. Таким образом, погрешность составляет 3,8 %, что 
приемлемо для практических целей. 

Результаты расчетов показывают большое влияние на начальную 
жесткость пилы распределения нагрузки. Замена распределенной нагрузки 
по высоте пропила на сосредоточенную дает погрешность в определении 
начальной жесткости, которая может достигать 40 … 50 %. Например, при   
h = l = 400 мм для приведенных выше параметров ленточной пилы                 
jн =  34, 9 Н/мм.  
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Начальная жесткость ленточной пилы, Н/мм,  
при силе натяжения, кН 

Относительный  
эксцентриситет  

40 50 60 

0,00 61,5 73,0 84,4 
0,05 69,4 82,6 95,6 
0,10 76,9 91,5 106,0 
0,15 83,8 99,5 115,0 
0,20 89,6 105,5 121,5 
0,25 93,1 108,1 122,1 
0,30 90,4 98,6 104,0 

 
Формулу (22) можно использовать для оценки относительной эф-

фективности мероприятий, направленных на повышение начальной жестко-
сти полосовых пил. При расчете режимов пиления древесины необходимо 
учитывать распределение по высоте пропила действующей на пилу нагрузки. 

Большим резервом повышения начальной жесткости полосовых пил 
является установка их с эксцентриситетом линии натяжения, так как она не 
требует никаких затрат, но дает значительный эффект. 

Рассмотрим начальную жесткость рамной пилы со следующими па-
раметрами: E = 2,15 ⋅ 105 МПа, G = 8,1 ⋅ 104 МПа, l = 1000 мм, b = 150 мм,      
s = 2,2 мм. Напряжения от вальцевания не учитывают (разности внутренних 
напряжений у режущей кромки и в центре пилы =σ∆ 0), =h 200 мм, 

2/)(1 hll −= . В таблице приведены результаты расчетов начальной жестко-
сти нj  этой пилы в зависимости от относительного эксцентриситета линии 
натяжения при силе натяжения 40, 50 и 60 кН. 

На рис. 4 по данным таблицы построены графики зависимости на-
чальной жесткости рамной пилы jн от относительного эксцентриситета ли-
нии натяжения э и силы натяжения N. 

 
 
Рис. 4. Зависимость начальной жесткости рамной пилы jн 
от относительного эксзентриситета линии натяжения э   
(l = 1000 мм, b = 150 мм, s = 2,2 мм, h = 200 мм,  
                                     l1 = (l – h)/2 
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Анализ рис. 4 показал, что с увеличением относительного эксцен-
триситета линии натяжения начальная жесткость сначала возрастает, а затем 
при достижении некоторого оптимального значения оптэ  падает, достигая 
нулевого значения, когда относительный эксцентриситет принимает крити-
ческое значение крэ .  

Из формулы (22) можно получить выражение для определения кри-
тического и оптимального относительных эксцентриситетов. 

Приравняв выражение (22) нулю, выразим экр: 
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Если пренебречь слагаемыми 2

2

12
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lN
Bπ  и 222

2

lbN
BCπ  ввиду их малости и 

не учитывать напряжения от вальцевания ∆σ, формула (25) примет следую-
щий вид: 
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12
1

2кр bN
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Данная формула приведена в работе [3]. 
Оптимальный относительный эксцентриситет определим из выраже-

ния (22) после его дифференцирования по э, т.е. 0н =
эd
jd
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Установлено, что вальцевание полосовых пил оказывает положи-
тельное влияние на их устойчивость, но с увеличением натяжения это влия-
ние уменьшается. Например, для рамной пилы с параметрами Е = 2,15 ×      
× 105 МПа, G = 8,1 ⋅ 104 МПа, l = 1000 мм, b = 150 мм, s = 2,2 мм, N = 40 кН,           
h = 200 мм, 2/)(1 hll −=  при ∆σ = 0 получим нj  = 73 Н/мм, а при                        
∆σ = 50 МПа  – нj  = 76 Н/мм. 

Есть предположение, что роль вальцевания заключается не только в 
повышении жесткости и устойчивости пил, но и в лучшей способности 
вальцованной пилы возвращаться в исходное положение при отклонении ее 
боковыми силами, т. е. совершать в пропиле волнообразное движение. Эта 
гипотеза будет авторами экспериментально проверена на создаваемой уста-
новке. 

Приведенные материалы могут быть использованы для расчета ре-
жимов пиления древесины на ленточнопильных станках и лесопильных ра-
мах, а также  для определения путей их дальнейшего совершенствования. 
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