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В настоящее время существует несколько методов определения же-

сткости при изгибе. В процессе их реализации измеряют следующие харак-

теристики: сгибающее усилие, угол изгиба, прогиб, сгибающе-

надламывающий угол, резонансная частота, модуль упругости или жест-

кость при изгибе. При этом для расчета используют уравнения, полученные 

для упругих материалов. В настоящее время, по данным фирмы «Lorentzen 

and Wettre» [8], наибольшее применение нашел метод измерения жесткости, 

основанный на деформировании на заданный угол консольно-закрепленного 

образца под воздействием силы, приложенной к его концу. В отечественной 

практике, наряду с этим способом, используют метод, основанный на изме-

рении деформации под воздействием заданной силы консольно-

закрепленного образца [3]. 

При испытании целлюлозно-бумажного материала на изгиб возни-

кают две проблемы: первая связана с выбором метода испытания, который 

наилучшим образом позволил бы оценить потребительские свойства мате-

риала, вторая обусловлена тем, что расчет характеристики ведется с исполь-

зованием уравнений, полученных для упругого материала. С появлением 
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Рис. 1. Кривая зависимости усилия от 

продолжительности испытания: 1 – точка 

упругой деформации; 2 – точка опреде-

ления жесткости при изгибе с учетом 

пластической деформации,  возникающей  

в течение времени t2 – t1 

при испытании в структуре материала, наряду с упругими, также вязко-

упругих и пластических деформаций [5, 6] реальная величина жесткости 

при изгибе ниже, чем получаемая при расчете по предлагаемым уравнениям. 

Кроме того, целлюлозно-бумажные материалы отличаются анизотропией. 

Следовательно, предлагаемые для расчета  уравнения можно использовать 

лишь с известным приближением. 

Задачей данного исследования являлась оценка влияния пластиче-

ских деформаций в образце бумаги для гофрирования (флютинга) на жест-

кость при изгибе. 

Испытания проводили 

на приборе «Messmer Buchel 

Stiffness Tester 116-BD». На ка-

федре целлюлозно-бумажного 

производства С(А)ФУ разрабо-

тана программа, позволяющая 

получать кривую зависимости 

изменения усилия F, приклады-

ваемого к образцу, от продол-

жительности испытания t.  

При обработке экспери-

ментальной кривой, представ-

ленной на рис. 1,  в точках мак-

симальной нагрузки 1 и снятия 

нагрузки 2 рассчитывали усилие 

F, приведенную жесткость при 

изгибе Sb и модуль упругости при 

изгибе Еизг.  
 
Приведенная жесткость при изгибе (Sb, Н·м): 

                                                              
b

Fl
Sb

sin3

2

, 

где F – регистрируемая датчиком нагрузка (усилие), мН;  
        l – испытуемая  длина образца, м; 

        – угол изгиба, град; 
        b – ширина образца, м. 
       Модуль упругости при изгибе (Еизг, МПа): 

                                                             
3изг

12 bS
Е , 

где  – толщина образца, м. 
           В работе [2] показано, что упруго-пластические материалы (к ним от-
носятся древесина, слоистые пластики, целлюлоза и др.) при изгибе в растя-
нутой зоне поперечного сечения работают упруго вплоть до разрыва край-
них волокон, а в сжатой зоне – упруго-пластически.  

В зоне сжатия механическое поведение целлюлозно-бумажных ма-
териалов гораздо сложнее. Ранее экспериментально установлено, что на-
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чальный модуль упругости материала Е1 при испытании на растяжение вы-
ше модуля упругости при изгибе Еизг. Это объясняется тем, что Е1 практиче-
ски всегда больше модуля упругости при сжатии Есж. 

Испытанию на приборе «Messmer Buchel MD – 116» были подверг-
нуты образцы бумаги для гофрирования с массой 1 м²  112 г, длина образца 
в двух направлениях составляла 25 мм,  ширина  – 15 мм, угол изгиба – 30º. 

В табл. 1 приведены данные испытаний образцов бумаги для гофри-
рования стандартным методом, откуда следует, что пластические деформа-
ции, возникающие в образце при продолжительности t2 – t1, измеряемую 
жесткость при изгибе в машинном направлении (MD) снижают на 13,0 %, в  
перпендикулярном машинному направлении (CD) – на 12,4 %, у лаборатор-
ной отливки – на 15,5 %.  

В работах [1, 2] показана возможность расчета слоя структуры мате-
риала, в котором возникает предельное состояние. Эпюры нормальных на-
пряжений представлены на рис. 2.  

Т а б л и ц а  1  

Жесткость при изгибе бумаги для гофрирования с учетом пластических  

деформаций стандартным методом EI
2
 (числитель) в точке 2  

и при упругом деформировании EI
у
 (знаменатель) в точке 1  

Исследуемый 
фактор 

  10
6
, 

 м 

t2 – t1, 
 с 

Sb,  

Н м 

EI, 

мН см
2
 

Eизг, 
МПа 

% 100
у

2у

EI

EIEI
 

MD 196,2 1,7 
70,1

46,1
 

0,255

9,221
 

2955

2570  13,0  

CD 204,0 1,4 
64,0

56,0  
9,95

0,84  
770

675  12,4  

Отливка 178,8 2,1 
25,1

03,1  
5,187

5,158  
2720

2230  15,5  

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Ниже приведен расчет толщины слоев (а – в котором возникает пре-

дельное состояние; d – работающего на сжатие; с – работающего на растя-

жение): 

Рис. 2. Упрощенная эпюра 

нормальных     напряжений 

при испытании на изгиб 
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 Расчет жесткости при изгибе с учетом и без учета слоя а производи-

ли по следующим уравнениям: 

12

δ3

изг
у b

EEI ;  
12

)δ( 3

изг
с ab

EEI . 

где  I – момент инерции поперечного сечения образца, I = bδ
3
/12. 

В табл. 2 представлены результаты расчета жесткости при изгибе 

бумаги для гофрирования по толщине слоя образца. 

Из данных табл. 2 видно, что жесткость при изгибе, рассчитанная с 

учетом пластических деформаций в слое а, меньше жесткости, рассчитан-

ной по принятому для упругого материала уравнению. Пластические де-

формации измеряемую жесткость при изгибе по толщине образца в МD на-

правлении снижают на 28,6 %, в CD направлении – на 67,5 %, у лаборатор-

ной отливки  – на 31,5 %. 
Т а б л и ц а  2  

Влияние пластических деформаций, возникающих в структуре бумаги для 

гофрирования по толщине образца, на жесткость при изгибе с учетом а-слоя 

EI
c
 (числитель) и в точке 1 EI

у 
(знаменатель)  

Исследуемый 

фактор 

  

10
6
 

 

а  

10
6
 

 

(d+c)  

10
6
 Sb,  

Н м 

EI, 

мН см
2
 

Eизг, 

МПа 
% 100

у

су

EI

EIEI  

 м 

MD 198,2 26,1 172,1 
68,1

20,1  
0,255

1,182  
3985

2845  28,6  

CD 202,4 56,2 146,2 
65,0

21,0  
0,96

2,31  
2525

820  67,5  

Отливка 179,1 23,1 156,0 
26,1

86,1  
7,187

6,128  
3840

2630  31,5  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 3. Схема испытания на изгиб (а) и эпюра 

для расчета деформации с учетом графоанали-

тического метода (б) (l – длина образца;           

xa – расстояние, на котором проявляются уп-

ругие деформации; х – расстояние, на котором 

развиваются пластические деформации; М – 

изгибающий момент; М – приращение изги-

бающего   момента    вследствие   образования 

пластических деформация) 
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Известно, что пластические деформации при изгибе возникают не 

только по толщине образца, но и в плоскости листа [4]. 

На практике жесткость при изгибе целлюлозно-бумажных материа-

лов можно оценить графоаналитическим методом при испытании консольно 

закрепленного образца (рис. 3). 

Расчет деформации осуществляют по уравнению 

                              жс  

cжс  
2

3

сжс  

σ
3

2
ln3

σ12

13σ4
  

s

s

s

FlM

Fl

EIF

М
f , 

где       f – прогиб;  

       s сж – напряжение крайне сжатого волокна;  

          Мс – момент сопротивления поперечного сечения образца, Мс = b
2
/6. 

                Жесткость при изгибе рассчитывают по следующему уравнению: 

                                                           f

Fl
EI

3

3

. 

В этом случае при определении жесткости при изгибе учитывают 

напряжение сжатия вдоль плоскости листа, применяя метод SCT (short 

(span) compression test) [7]. Данный метод разработан Шведским целлюлоз-

но-бумажным научно-исследовательским институтом с использованием 

оборудования фирмы «Lorentzen & Wettre» [8]. 

Считается, что сопротивление сжатию вдоль плоскости листа бумаги  

труднее измерить, чем сопротивление растяжению. В настоящее время боль-

шинство европейских производителей и потребителей картона-лайнера и бу-

маги для гофрирования отдают преимущество определяемому по методу SCT 

показателю – со-

противлению тор-

цовому сжатию 

короткого участка 

образца.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 4. Диаграммы 

экстраполяции бума-

ги для гофрирования 

в   MD  (а)  и  CD  (б) 

направлениях 
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Метод SCT, по мнению разработчиков и пользователей, имеет пре-

имущества перед применяемыми  методами RCT и ССТ, поскольку обеспе-

чивает «чистое» сжатие вдоль плоскости образца. Вследствие того, что база 

испытаний образца, составляющая всего (0,70  0,05) мм, сопоставима с  

толщиной материала, предотвращается его бифуркация и деформация про-

исходит, именно, в результате сжатия, а не из-за потери устойчивости или 

влияния краевых эффектов. 

В целях получения характеристики сопротивления сжатию σсж ис-

пользовали отечественный прибор для испытания на сжатие бумаги и кар-

тона по методу SCT. Его возможности шире по сравнению с зарубежными 

аналогами, поскольку имеется возможность получить кривую зависимости 

напряжение–деформация, а после ее математической обработки,  рассчитать 

спектр характеристик деформативности при сжатии. 

Были испытаны образцы бумаги для гофрирования, имеющие сле-

дующую базу, мм: 0,7; 1,0; 1,5; 2,0. Методом экстраполяции найдено рас-

стояние х, на котором возникают пластические деформации (рис. 4).  

В табл. 3 представлены данные расчета жесткости при изгибе бумаги 

для гофрирования в плоскости листа. 

Т а б л и ц а  3  

Жесткость при изгибе в плоскости листа EI
п
 (числитель)  

и в точке 1 EI
у
 (знаменатель) 

Исследуемый 

фактор 

  10
6
 х  10

6
  Sb,  

Н м 

EI, 

мН см
2
 

Eизг, 

МПа 
% 100

у

пу

EI

EIEI  
 м 

MD 195,6 5,9 
70,1

33,1  
0,255

2,199  
2700

2110  21,9  

CD 203,8 10,7 
87,0

49,0  
9,95

3,54  
901

510  43,4  

Отливка 182,3 6,9 
25,1

11,1  
6,187

6,166  
2625

2330  11,2  

Из табл. 3 следует, что возникновение пластических деформаций в 

плоскости листа снижает жесткость при изгибе в MD направлении на            

21,9 %, в CD направлении – на 43,4 % , у лабораторной отливки – на 11,2 %. 

Полученные экспериментальные данные показывают, что появление 

пластических деформаций при испытании на изгиб по толщине и в плоско-

сти листа позволяет использовать для расчета жесткости при изгибе специ-

альные уравнения, а не те, которые получены для упругого материала. 
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Influence of Plastic Deformations in Thickness and Paper Sheet Plane Occurring in 

Bending on Measured Parameter Value  

 

The possibility of using special equations for bending stiffness calculation is shown taking 

into account plastic deformations in thickness and paper sheet plane. 
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